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Predgovor

Pric¢ujoca zbirka nalog je nastala kot dodatno Studijsko gradivo pri predmetu Analiza si-
gnalov, ki se izvaja v 2. letniku visokoSolskega studija na Fakulteti za elektrotehniko. Nas
cilj je bil studentom ponuditi ve¢ primerov nalog z detaljnim postopkom reSevanja in jim
s tem pomagati pri pripravi na laboratorijske vaje in pisni izpit pri predmetu. Zbirka se
navezuje na ucbenik prof. dr. Franceta Mihelica, Signali, 2014, ter na Signali - Priro¢nik z
zbirko resenih nalog prof. dr. Franceta Mihelica, prof. dr. Ludvika Gyergyeka in vis. pred.
Tomaza EbensSpangera.
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Poglavje 1

Energija in moc signalov

1.1 Uvod

Na podrocju elektrotehnike ste se do zdaj najveckrat srecevali z energijo in mocjo elek-
tricnega vezja, ki ju izra¢unamo v odvisnosti od napetosti u in toka i. Tako mo¢ p(t) v
¢asovnem trenutku ¢ izracunamo kot p(t) = u(t) - i(t) = R-i*(t) = £ - u(t), kjer je R
upornost vezja. Ko je R = 1, dobimo p(t) = i%(t) = u?(t). Podobno bomo definirali tudi

moc¢ signalov.

Vsak fizikalno realen signal vsebuje neko energijo, ki s ¢asom izzveni. Mo¢ takSnega
signala dolo¢imo s ¢asovnim normiranjem njegove energije. Naj bo f(t) signal, katerega
mo¢ zelimo dolociti. Signal je v splosnem lahko tudi kompleksen, zato bomo vse enacbe
zapisali z uporabo absolutne vrednosti signala |f(t)|. Njegova mo¢ v ¢asovnem trenutku ¢
je:

pr(t) =)

Skladno s to enacbo, energijo Fy na kon¢nem casovnem intervalu (t1,t2) izracunamo kot:

to

By(tnta) = [ IFOF (1)

1

Kadar nas zanima energija signala f(¢) preko celotne ¢asovne osi (—00, c0) se posluzimo
limite, ki jo izracunamo kot:

T

Ey(ti,12) |f(B)]? dt (1.2)

= lim

T—oo J_T
V tej enachi je T' spremenljivka, ki limitira proti neskonénosti in ne perioda signala f(¢)!
Signal f(t) je namre¢ lahko tudi neperiodicen. Kadar limita iz enacbe (1.2) obstaja in je
konéna (Ey < oo) recemo, da je signal f(t) energijski. Energijski signali so torej tisti, ki
so Casovno omejeni, obenem pa je tudi njihova amplituda omejena. Periodi¢ni signali so na
primer ¢asovno neomejeni in zato niso energijski.



Povpreéno mo¢ signala f(¢) na omejenem ¢asovnem intervalu (¢,t2) dobimo s ¢asovnim
normiranjem energije signala na omenjenem intervalu:

Ey(t1,t2) 1 /tz 2
Py(ty,ts) = = 1) dt 1.3
R e L] 13

Kadar nas zanima povprecna mo¢ signala f(t) preko celotne ¢asovne osi (—o0, 00) ra¢unamo
limito:

T
Py = lim 1/_ F(8)[2 dt (1.4)

Ponovno je T spremenljivka, ki limitira proti neskonénosti in ne perioda signala f(t)!
Kadar limita iz enacbe (1.4) obstaja in je konc¢na ter pozitivna (0 < Py < 0o) recemo, da
je signal f(t) mocnosten.

Periodi¢ni signali so obi¢ajno mocénostni. Pri periodi¢nih signalih je povpreé¢na moc na eni
ali na vec¢ih periodah nTy, n € N enaka povpreéni moci preko celotne ¢asovne osi (—00, 00):

1 t1+T1;

Py = T |f ()| dt, kjer je Ty = nTy, n € N (1.5)
i Jty

V enacbi (1.5) je torej s Ty oznaCena perioda periodicnega signala f(t).

1.2 Naloge
1. Dan je signal na Sliki 1.1
0, t<—1
fit) =<2, ~-1<t<0
20, £>0

3 2 A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 4
Slika 1.1: Grafi¢éni prikaz signala f(t), definiran pri Nalogi 1 na ¢asovnem intervalu (-3, 10).

Signal je energijski, ko obstaja limita
T

lim |f ()% dt
T—oc0 -T

in velja Ey < co. Izracunajmo vrednost enacbe (1.2) za dan signal f(t):



T—00 T T—00 T -1
—_— . T/
11 IQ 13

T —1 0 T .
lim [ [f(#)]*dt = lim (/ 02dt+/ 22dt+/ (267)2dt>
0

Ker ima signal f(t) razli¢ne definicije na treh razliénih ¢asovnih intervalih, se integral
znotraj limite razdeli na tri integrale. Izrac¢unajmo vrednost vsakega od teh integralov

posebej:
-1
L= / 0%dt =0
-T

0
12:/ 22dt =4t =4-0—4-(-1) =4
1

T
I = / (2¢75)2dt* = —8e73|) =8 —8e 2

Limita bo sedaj:

By=lim (0+4+8-8 %) =12

—0

Limita torej obstaja in je celo pozitivna (Ey > 0). Lahko zaklju¢imo, da je dan signal
energijski.

2. Dan je periodi¢ni zvezni signal f(t) = sin(2t) (Slika 1.2).
(a) Analiti¢no izra¢unaj periodo Ty podanega signala.
(b) Doloé mo¢ signala po splosni definiciji.

(¢) Dolo¢i moé¢ signala s pomocjo zveze za periodi¢ne signale.

(@)

1

Slika 1.2: Grafiéni prikaz signala f(t) = sin(2Lt), na ¢asovnem intervalu (-3, 3).

*feazdx: leaz
a



(a) Splosna oblika sinusne funkcije je sin(wt). V naSem primeru je w = %’r. Po drugi
strani w =27 f = %, kjer je Tp perioda signala. Iz tega sledi:

2w 3T 8
2o s 3 Ty=2m4 = Ty=-
T, 4 oo = em 0= 3

(b) Izracunajmo mo¢ signala po splosni definiciji (enacba (1.4)):

t U 1m t U m

Najprej bomo izracunali integral:

/j SinQ(?%Q dt* = /_i ; (1 — cos —t / dt — / tdt**) =

_ l(tlTT _sin ?’;tET> _ ;(T— (—T) - smg27r2 T) N sin (3237r(—T))> _

B I =
2

2

1 sin (S—WT) sin (3—T)
== 2T—272> _p_o\2t)
2 ( 3z 37
Vrnemo se na izracun limite. Limita je sedaj:

1 (7 3
P¢(t1,t2) = lim / sin ( 7Tt) dt =
T 4

T—oo0 2T

- 3 . 37
:1m1@_2mﬂzﬂ):hml_1WNaU:1
T—soo 2T 3T T—oo0 2 T 3T 2
| e —

—0
Limita obstaja in je konéna ter pozitivna. Lahko zaklju¢imo, da je signal f(t) =
sin(2rt) motnosten.

(c) Izra¢unajmo mot signala s pomocjo zveze za periodi¢ne signale (enacba (1.5)). V
skladu s formulo integriramo na ¢asovnem intervalu (t1,¢; +7;), kjer si vrednosti
t1 in T; izberemo sami. Zaradi lazjega raCunanja si izberemo t; = 0 in T; =
1- TO = §:

3

1 [htT 1 /3 3 3
Pr=g ) @Pd= 8Asm(4>ﬁ:84
s 32 t’

3 1 8
=3 5 dt—/ cos—tdt 16(t|O %

:3(§_ _szn(3§-§)+szn(327r-0)):3(8_3in47r):3'8:1
16 \3 37” 37“ 16 \3 37“ 6 3 2
= 0

Dobili smo enak rezultat kot pri izra¢unu moéi po splosni definiciji.

*sin®(z) = $(1— cos (2z))
** [ cos (azx) dx = %(M), [ sin (az)dz = fcosaﬁ



Poglavje 2

Izrazanje signalov s temeljnimi
funkcijami

2.1 Uvod

Signal f(t) lahko izrazimo kot linearno kombinacijo f(t) zaporedja {¢y (t)} bazicnih funkcij,
ki so v splosnem lahko tudi kompleksne:

N
f(t) = Cogo(t) + C11(t) + Caga(t) + ... + Cnon () = D Crdhu(t)
n=0

kjer so {Cp, C1...Cn} med sabo neodvisni koeficienti, ki jih dolo¢imo s pomodjo signala
f(t) in z izbranimi temeljnimi funkcijami {¢,(¢)}.

1 [t —
anK—n ; f(t)on(t)dt (2.1)

to o

Kn - ¢n(t)¢n(t)dt (2‘2)

t1

Zaporedje bazi¢nih funkcij je na intervalu (¢1, t2) medsebojno ortogonalno (pravokotno),
ce velja

()3 (t)dt =

t1

{O m#mn

K,>0 m=n

Za kriterij kvalitete aproksimacije signala izberemo vrednost srednjega kvadratnega po-
greska:



od koder sledi:

2 (1)

ta N
([ roTwa- Y cncir.) (23)

t2 — tl t1 n—0

Za realne signale in bazicne funkcije se konjugirani del vseh zgoraj navedenih enacb po-

enostavi: 6, (t) = a (), (1) = [(t), J(t) = f(t) in Ty = Cp.

Walsheve temelyne funkcije so bazi¢ne funkcije, sestavljene iz medsebojno ortogonalnih
pravokotnih valovnih oblik v konénem ¢asovnem intervalu in imajo le vrednosti -1 in 1.
Zaporedje prvih 2™ Walshevih funkcij pridobimo iz 2™ x 2" Hadamardove matrike H (n):

ORI R N e A

HO) —HO)| |1 -1
11 1 1
[H(1) HM] |1 -1 1 -1 W) - |Hm)  H(n)
H(Q)—[H(l) _H(l)]_ 1 1 -1 -1 - H(n+1) [H(n) —-H n)]
1 -1 -1 1

¢o(t) ﬁ 1(t) 1 a(t) 7 —‘ ¢s(t) 1—‘ |—‘
0 1t 0 1/2 1¢ 0 1,4 3/4 1¢ 0 1/4 1/2 3/4 1¢
1 1 ”

$o(t) =1,t € (0,1) 1 te(o,d) 1 te@,Hu(d 1 ote@ Hut, D)
¢1(t>7{71 tE(%,QI) 4’2“)7{71 te(%é) ! 9= te(i,‘%)u(?%,‘ll)

Slika 2.1: Grafi¢ni prikaz in zapis prvih Stirih Walshevih temeljnih funkcij

Walsheve funkcije so na intervalu (0,1) ortonormalne (Ko = K; =K =... =K, =1)

Haarove temeljne funkcije dobimo z iterativnim postopkom delitve intervala (0, 1)
na 2" enakih delov, ki pri vsaki delitvi da 2" novih Haarovih funkcij. Pri tem ima Haarova

funkcija na 2" — 1 podintervalih vrednost 0, na preostalem podintervalu pa stalno od 0
razli¢no obliko.

Definicije prvih stirih Haarovih funkcij:



¢o(t) ﬁ h1(t) 7 2(t) 1—’ Ps(t) ;ﬂ
0 1¢ 0 1/2 1¢ 0 1/4 3/4 1¢ 0 1/4 1/2 3/4 1¢
- - -1 -1

$o(t) =1,t € (0,1)

(VI
AN

_ €0, 3) 1otel(
$1(t) = { 1 t€(1,21) ¢2(t)—{1 te(

1 0 t € (0,
) da3(t) =91  te(3,
0 te(

1 -1 te(3,

Wl = O

Jun
~

Slika 2.2: Grafi¢ni prikaz in zapis prvih stirih Haarovih temeljnih funkcij

Haarove funkcije niso ortonormalne, so pa ortogonalne na intervalu (0,1). Njihova ener-
gija se manjsa, skladno s krajSanjem casovnega intervala, na katerem so razli¢cne od 0 =
=Ko=Ki=1Ky=K3z=3Ks=K5=Kg=Kr=7...

Trigonometriéne temeljne funkcije so zaporedje sinusov in kosinusov

{on} = {1, sin wot, cos wot, sin 2wot, cos 2wpt, sin 3wpt, cos 3wot...}, kjer je wg = 2%,

medsebojno ortogonalnih na intervalu (¢1,¢ + 7).

Trigonometri¢ne funkcije so Se posebej primerne pri izrazanju periodi¢nih signalov, ker
T n=0

so tudi same periodi¢ne. Za dano zaporedje {¢,} je K, T 20
3 n

Definicije prvih §tirih trigonometriénih funkcij za T = 27

Po(t) ; 1(t)

AN [\ ARV,
BVERVA VVV

do(t) =1 $1(t) = sint $2(t) = cost $3(t) = sin 2t

Slika 2.3: Grafi¢ni prikaz in zapis prvih §tirih trigonometri¢nih temeljnih funkcij s periodo
T =27

2.1.1 Sprememba obmocja ortogonalnosti

Kadar za signal f(t) iS¢emo priblizek na ¢asovnem intervalu (¢,t,) je potrebno zagotoviti,
da so tudi izbrane temeljne funkcije ortogonalne na tem intervalu. V kolikor je zaporedje
izbranih temeljnih funkcij {¢,(t)} ortogonalno na ¢asovnem intervalu (¢1,t2), se to lahko
preslika v zaporedje funkeij {¢n,(t)} = {¢n(at+b)}, ki je ortogonalno na éasovnem intervalu



(t},t5) z uporabo linearne transformacije ¢ = at + b:

Cta—t1  tith —tot]

=1 b= (2.4)
th—t)’ th —t]

a

V tem primeru je treba dolociti tudi nove koeficiente K, = %, saj so ti odvisni od
oblike temeljnih funkcij.

Priblizek f (t) bo tako po linearni transformaciji bazi¢nih funkcij definiran kot:

N
() = Codo(t) + C11(t) + Cada(t) + ... + Cnon(t) = Y Cudou(t)
n=0

pri ¢emer so koeficienti {Cp, C1...Cy} definirani kot:

1 [T A
Cp = % ), f(E)on(t)dt (2.5)

Vrednost srednjega kvadratnega pogreska izra¢unamo po formuli:

ty N
ity =t ([ s w3 o0k (26)
131 n=0

ty =1

2.2 Naloge
1. Zasignal f(t) = 4t —2 (Slika 2.4) doloéi priblizek f(t) na intervalu (0,1). Priblizek naj
bo sestavljen iz prvih stirih Haarovih temeljnih funkcij tako, da bo srednji kvadratni

pogresek £2(t) najmanjsi. Priblizek narisi in dolo¢i vrednost pogreska.

F(t) -

Slika 2.4: Grafi¢ni prikaz signala f(t) = 4t — 2 na ¢asovnem intervalu (0, 1).

Za aproksimacijo signala f(t) uporabimo Haarove temeljne funkcije, ki so podane na
sliki 2.2.

Koy=Ki =1, K; =Kz =3



Najprej izracunamo koeficiente C), prvih stirih Haarovih funkcij:
1l 1 1 1 2 )

Co = / f(t)gbo(t)dt—/ (4t—2)~1dt—4/ tdt—2/ dt = 4—|, —2t|,=0
Ko Jo 0 0 0 2

1

1 /1 3
ClzKl/o f(t)gbl(t)dt:/o (4t—2)-1dt+/ (4L —2)- (—1)dt =

2

2 : ! ! t2 11 ! 1
:4/ tdt—2/ dt—4/ tdt+2/ dt =4—|2 =2t —4—]1 + 2t = -1
0 0 1 1 2 2'3 2

2

-

1 1

1! i 2 '
Cy = K2/0 F()pa(t) dt:Q/O (4t—2)-1 dt+2[ (4t—2)-(—1)dt+2/1 (4t—2)-0dt =

4 2

i T 3 3 21 1 2 1
:8/ tdt—4/ dt—S/ tdt—|—4/ dt = 8— | —4t|f — 8|7 +4t[3 =05
0 0 1 1 2 27 1

4 4

3
1 1

e :
Cs= 3 [ fOoatty i =2 [* -2 0ar2 [t 102 [ ar-2)(-1yar

i vy 1 1 2 3
:8/ tdt—4/ dt—8/ tdt+4/ dt:8—|;l—4t]
; } 2 3 25

4

N

NI

t2
—85 |5 +4tfs = 05

=

Na osnovi izra¢unanih koeficientov zapisemo priblizek funkcije f(t) z naslednjo enac¢bo:

() = —1(t) — 0.5¢2(t) — 0.5¢3(t)

Pri temeljnih funkcijah ¢9 in ¢3 se pojavi sprememba v njihovi vrednosti s ¢asovnim
korakom i, zato pri izrisu poteka priblizka (Slika 2.5) izra¢unamo njegovo vrednost
na vsaki ¢etrtini intervala. Tako je na primer na intervalu (0, %) ¢1 =1, ¢ =11n

¢3=0. Sledi, f(t)=—-1—-05-1-05-0=—1.5zat € (0, %) Podobno izracunamo

f(t) se za ostale podintervale:

~1-05-1-05-0=—15 te (0,1
i) = ~1-05-(-1)-05-0=-05 te (3
—(=1)=05-0-0.5-1=0.5 te(},2)
—(-1)=05-0-05-(-1) =15 te(3,1)



f(t) 2- f(t)

' /
2 l/ | I

N
—
~

Slika 2.5: Grafiéni prikaz priblizka f (t) signala f(t) = 4t — 2, ki je sestavljen iz prvih stirih
Haarovih temeljnih funkcij na intervalu (0, 1).

Izracunajmo Se srednjo kvadratno napako priblizka f (t) z uporabo enacbe (2.3):

1 to - 3

2

e (t) = tf(tdt -y C.ChK,) =
0= (] 070 > )

1 ! 1 1
= — 4t —2)%dt — (0% - 14 (—=1)% - 14 (=0.5)% - = 4+ (=0.5)2-2)) =
(=2 @ (1R (057 S+ (057 )
1 1 1
:16/ t2dt—16/ tdt+4/ dt —1.25 =
0 0 0

31 91 1 16
:16§|0—8t \0+4t}0—1.25:§—8+4—1.25 ~ 0.083
2. Za signal

sinTt 0<t<A4
OEE I .
0 drugje

ki je prikazan na Sliki 2.6 dolocite na intervalu (0,4) priblizek f(t), sestavljen iz:
a) prvih stirih Haarovih temeljnih funkecij,
b) prvih stirih Walshevih temeljnih funkcij,
c¢) prvih stirih trigonometriénih temeljnih funkcij.

Priblizke narisite in doloc¢ite vrednost pogreskov.

a) Haarove funkcije so ortogonalne na intervalu (0, 1), priblizek f(t) pa iSéemo na
intervalu (0,4), zato bomo zaporedje prvih stirih Haarovih funkcij preslikali iz
intervala (0,1) v interval (0,4) (glej podpoglavje 2.1.1):

10



1

Slika 2.6: Graficni prikaz signala f(t) = sin 7t na casovnem intervalu (0, 4).

a = to—t1 _ 1-0 _ 1

T -t T 4-0 " 4

_ tith—toty _ 0.4-1.0 _
b=+ =" =0

Na sliki 2.7 so prikazane transformirane Haarove temeljne funkcije, ki jih bomo
uporabili za aproksimacijo signala f(t). Dolo¢imo 8e koeficiente K,,:

K 1 1 2 2%
) 1
i=2
1
Bo(®) 5 $i(t) b0 3 Bs(®)
0 1 2 3 4¢ 0 1 2 3 "H 0 1 2 3 4t 0 1 2 <] |4t
-1 -1 -1 -1
bo(t) =1,t € (0,4) sy {1 te2) ) 1 te(o,1) ) 0 te(0,2)
M =311 e (24 d2(t) =4 -1 te(1,2) e3(t) =1 te(2,3)
0 te(2,4) —1 te(3,4)

Slika 2.7: Grafiéni prikaz in zapis prvih Stirih Haarovih temeljnih funkcij preslikanih v
interval (0,4).

Izracunamo koeficiente C), v skladu z enacbo (2.5):

Co = [;O /04f(t)¢%0(t) dt = i(/; sin(T1)1dr) = i(—écos(%t)‘@ _2 o064

11



4 . 2 7r 4 x
Ch = f(t)cﬁl(t)dt:i(/o sm(4t).1dt+/2 sin(zt)-(—l)dt>:

4 1 T 2 4 T
Cy— — f(t)qgg(t)dt:;</o sin(4t)-1dt+/1 Sm(4 )(— )dt+/2 sin(zt)-Odt):

= 7(—%0 (Zt) (1]4—;005(%0‘?) = ;(2(2 ;\@)_2\7{?) = 201 ;\/i) ~ —0.26
1 4 2 3 4 o B
C3 = 7 Jo f(t)os /0 sin( Odt—l—/2 szn(4 t)- 1d7§—|—/3 sm(zt)-(—l)dt) =

T3 4 (" ‘4>:<2\/§ 2(2—\/5)):_2(1;\/5)N

™

Na osnovi izrac¢unanih koeficientov zapisemo priblizek funkcije f(t) z naslednjo
enacbo:

F(t) = 0.64¢0(t) — 0.2665(t) + 0.26¢5(¢)

Izracunamo vrednosti aproksimacije f(t) na celotnem Gasovnem intervalu (0, 4):

0.64-1—0.26-1+0.26-0=0.38 € (0,1)
. 0.64-1-0.26-(—1)+0.26-0=09 e (1,2)
0.64-1—0.26-0+0.26-1=0.9 € (2,3)
0.64-1—0.26-0+0.26- (—1) = 0.38 te( 4)

Priblizek je grafi¢no prikazan na Sliki 2.8.

12
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0 1 2 3 4¢

Slika 2.8: Grafi¢ni prikaz priblizka f (t) signala f(t) = sin(7t), ki je sestavljen iz prvih stirih
Haarovih temeljnih funkcij na intervalu (0, 4).

Izracunajmo Se srednjo kvadratno napako priblizka f(t) z uporabo enacbe (2.6):

1 4o N
([ rwFwa =3 Catuk,) =
n=0

= / /
ty =t \Jy,

1 t 2, 2 2 2 2
:7( sin® (Tt)dt — (0.647 -4+ 074+ (~0.26) -2+ 0.26 .2)) ~
0

114 1 7. 4 1
~ (2t = st~ 1. )%72—1. ~ 0.022
4(2% —sin(t)]o — 1.9088) ~ - (2 — 1.9088) ~ 0.0228

b) Podobno kot Haarove funkcije, so tudi Walsheve funkcije ortogonalne na intervalu
(0,1), priblizek f(t) pa is¢emo na intervalu (0,4), zato bomo zaporedje prvih
stirih Walshevih funkcij preslikali iz intervala (0,1) v interval (0,4). Koeficienta
a in b bosta imela enake vrednosti:

a:%,bzo

Na sliki 2.9 so prikazane transformirane Walsheve temeljne funkcije, ki jih bomo
uporabili za aproksimacijo signala f(t). Dolo¢imo 8e koeficiente K,:
Ky=% Ky=Ki=Ky=K;=1 = Ky=K,=Ky=Ks=

[y

=4

S

Izra¢unamo koeficiente C), v skladu z enacbo (2.5):

™ ™

Co = f; /04 F(t)bolt) dt = i(/; sin(51)1dt) = i(—écos(gt)‘é) _ 2 064

1
K

o) = /04f(t)qgl(t) dt = i(/: sin(Zt)-ldtJr/;sm(Zt)-(—1)dt> =

1 4 T 2 4 T 14 1 1
= Z( — —cos(zt)‘o + ;COS(Zt)b) =———=0

™



EACE

—‘ s 7
0 1 2 3 4t 0 1 2 3 |At 0 1 2 3 4t 0 il 2 <] ’4t

do(t) =1,t € (0,4) _ te(0,2) t€(0, 1)U (3, 4) te0UE
1(t) = { 1 te(24) ¢2<t)f{ 1 te(2,3) <t)*{ 1 te(1,2)uU(3,4)

Slika 2.9: Grafiéni prikaz in zapis prvih stirih Walshevih temeljnih funkcij preslikanih v
interval (0,4).

Cy— — 4f(t)q§2(t)dt:jl</olsm(4)1dt+/133m(;:)( )dt+/34sm(4)1dt)

7T 4 T 4 T 1/202—+v2) 4v2 2(2-—
:7(_7 S(Zt)‘0+—COS(Zt)‘i’—;cos(zt)g) :Z< ( W\[) :Tf ( W\[)> =
_20-V2) o

=g,y 105
1

= 4(/01 sin(Zt)-ldt—i—/lz szn(Zt)( 1) dt+

2
1/ 4 4 mae 4 mos 4 T
= 1( — —cos t)‘o WCOS(Zt)‘l - —cos(zt)‘Q + ;cos(zt)}g) =

1/22-v2) 2v2 2V2 2(2-2)
:1< ™ R * T )ZO

4 T
sm(4 )-1 dt+/3 sz’n(zt)-(—l) dt) =

s

Na osnovi izracunanih koeficientov zapisemo priblizek funkcije f(¢) z naslednjo
enacho:

F(t) = 0.64¢0(t) — 0.26¢(t)

Izracunamo vrednosti aproksimacije f(t) na celotnem ¢asovnem intervalu (0, 4):

064-1-026-1=038 te(0,1)
F) = 0.64-1-026-(—1)=0.9 te(1,2)
0.64-1—0.26-(-1)=0.9 te(2,3)
064-1-026-1=038 te(3,4)

14



Priblizek je graficno prikazan na Sliki 2.10.

i)
0.9+ e (

f(t)

T T

0 1 2 3 4 ¢

-1 -

Slika 2.10: Graficni prikaz priblizka f(t) signala f(t) = sin(%t), ki je sestavljen iz prvih
stirih Walshevih temeljnih funkcij na intervalu (0,4).

Izracunajmo se srednjo kvadratno napako priblizka f (t) z uporabo enacbe (2.6):

1
ty =1

(1) = ( /téf( F(£)dt — Zc CK)
121 n=0

4
_ _ 2 2 2 2 ~
_4_0(/0 sm(4 £)dt — (0.642 - 4+ 02 - 4+ (—0.26)2- 4+ 0 4))

1/1 4 1 . 7 4 1
~ (it‘o — —sin(51)]; - 1.9088> ~ (2 — 1.9088) ~ 0.0228

c¢) Priizrazanju signala f(t) s pomocjo trigonometriénih funkcij potrebujemo zapo-
redje sinusov in kosinusov, ki so medsebojno ortogonalni na ¢asovnem intervalu
(0,4). Potrebujemo torej temeljne funkcije s periodo T' = 4 (Slika 2.11). Njihovi
koeficienti K, so:

L n#4o0

T n=0
K, = :>K0:4,K1:K2:K3:2
2

Pot) 7 ¢1(t)/\ ¢2(f)\ / ¢3(f)/\ /\
- \3/ \/3 v v

bo(t) =1,t € (0,4) ¢1(t) = sin 5t t € (0,4) ¢2(t) = cos G t,t € (0,4) ¢3(t) = sinwt, t € (0,4)

Slika 2.11: Grafi¢ni prikaz in zapis prvih §tirih trigonometri¢nih temeljnih funkcij s periodo
T=4.

15



Izra¢unamo koeficiente C), v skladu z enacbo (3.7):

Co= ;0 /O4f(t)d>o(t) dt — i(/j sin(T0) -1t =
= i( - %cos(%t)}é) _2 ~ 0.64

1 4 1 [ T T
o) = K1/o F(O)on(t) dt = 2/0 sin(Tt) - sin( ) dt =
2

1 LT 4 2 . 37m 4
= 5(;8’”}(175) 0 3—7rsm(zt)’0> =0

1[4 1 (4 r T
Ca= 3= [ fO0att) it =5 [ sin(Go)-cos(Ge) it =

1/2 T 14 2 3T 4) 1 8

= §<;cos(zt) 0~ ycos(zt)‘o = 5(—3?) ~ —0.424

Na osnovi izracunanih koeficientov zapisemo priblizek funkcije f(¢) z naslednjo
enacho:

f(t) ~ 0.64¢0(t) — 0.424¢(t)

Priblizek je graficno prikazan na Sliki 2.12.

Ft) 1064
17

Slika 2.12: Grafiéni prikaz priblizka f(t) signala f(t) = sin(%t) na intervalu (0,4), ki je

sestavljen iz prvih stirih trigonometri¢nih temeljnih funkcij s periodo T = 4.

16



Izracunajmo se srednjo kvadratno napako priblizka f (t) z uporabo enacbe (2.3):

1 to B N
2 = - p—
e”(t) = 5 —t1< ; f(t)f(t)dt %CnCnKn) —
4
= 41()(/0 sinQ(%t)dt — (0.642 4+0%-24 (_0.424)2 L9102, 2>> _

1/lg 1 w4 1
= 1 (5tlo = —sin(5 )]y — 1:998) = 7 (2~ 1.998) ~ 0.0005

3. Za signal

(2t +8  te(—4,-3)
2 te(-3,-2)
—t te(-2,0)

ft) =<t te(0,2)

2 te(2,3)
—2t+8 te(3,4)

L0 drugje

ki je prikazan na Sliki 2.13 dolocite na intervalu (—4,4) priblizek f(t), sestavljen iz
prvih stirih Haarovih temeljnih funkcij. Kaksna je razlika v napaki, ¢e signal aproksi-
miramo s prvimi tremi Haarovimi temeljnimi funkcijami?

F()

Slika 2.13: Grafi¢ni prikaz signala f(¢) na casovnem intervalu (—4,4).

Najprej preslikamo zaporedje prvih stirih Haarovih temeljnih funkcij iz intervala (0, 1)

v interval (—4,4):

to—t1 _  1-0 1

1, — I-(-4) 8

b— tith—tot] _ 04—1-(—4) _ 1
= Tt

a =

I—(—D 2
Na sliki 2.14 so prikazane transformirane Haarove temeljne funkcije, ki jih bomo upo-
rabili za aproksimacijo signala f(¢). Dolo¢imo Se koeficiente K,:

Rn:%7K0:K1:17K2:K3:l — Ky=K =+=8 Ky=K;=

2 T
8

=4

ool—fpol—
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Bo(t) [0 Ba(t) Ps(t)
1 1

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4, '4'3'2'10123|At 4 83 2 10 1 2 3 4, '4'3'2'10123|4t

F1 -1 -1 -1

bo(t) =1,t € (—4,4) s {1 te(=40 1 te(—4,-2) 0 te(—4,0)
P =311 e (0,4) da(t) =4 —1 te(-2,0 d3(t) =41  t€(0,2)
0 te(2,4) -1 te(2,4)

Slika 2.14: Grafi¢ni prikaz in zapis prvih Stirih Haarovih temeljnih funkcij preslikanih v
interval (—4,4).

Izrac¢unajmo koeficiente C,, v skladu z enacbo (2.5):
1 -3 -2 0 2
Co = 8(/ (2t+8)~1dt+/ 2-1dt+/ (—t)-ldt+/ t-1ldt+
0

—4 -3 -2

3 4 10
+/ 2-1dt+/ (—2t+8)-1dt>:—:1.25
2 3 8

01:;(/_3(2t+8)-1dt+/_22-1dt—|—/0(—t)-1dt+/02t-(—1)dt+

—4 -3 -2

v [z i o) =0

Cg—i(/_3(2t+8)-1dt+/_22-1dt+/0(—t)-(—1)dt+/02t-0dt+

—4 -3 -2

3 4
|
+/ 2-0dt+/ (—2t+8)-0dt>:1:0.25
2 3

1 -3 —2 0 2
03=4(/ (2t+8)-0dt+/ 2-0dt+/ (—t)-Odt+/t-1dt+
0

4 -3 -2

3 4 1
+/2 2-(—1)dt+/3 (—2t+8)-(—1)dt) = —; =025

Pri signalih, ki so definirani z linearnimi funkcijami, lahko izra¢unamo vrednosti C,
z enostavnim ra¢unanjem ploS¢ine pod krivuljo, namesto s klasi¢nim integriranjen.

V tem primeru se problem prevede na seStevanje plos¢in ustreznih pravokotnikov in
trikotnikov (Slika 2.15):

18



! @ 1.5 @ !
O © TN SSCIRO
: 1 1 4 ]
1 1 : 1 : @ 1 > 1 @ ‘1 1 -1 1 1
4 3 2 -1 0 1 2 3 4 4

Slika 2.15: Grafi¢ni prikaz plos¢in pravokotnikov in trikotnikov, definirani s krivuljo signala

f(t).

A:Q:LB:1-2:2,C:g:0.5,D:1-1:1,E:£:0.5,
2 2 2

1-1 1-1 1
F=-—-=05H=11=1G="--=051=1.2=2J=

.2
2o
2

1 -3 —2 0 2 3 4
00:(/ (2t+8)-1dt+/ 2-1dt+/ (—t)-ldt+/ t-ldt+/ 2-1dt+/ (—2t+8)-1dt>:
8 4 -3 2 0 2 3

1

1
8(A-1+B'1+(C'+D+E)-1+(F+G+H)-1+I-1+J-1):§O:1.25

1 -3 —2 0
01:8(/ (2t+8)-1dt+/ 2-1dt+/ (—t) - 1dt+

4 -3 2
2 3 4
+/0 t-(—l)dt+/2 2-(—1)dt+/3 (—2t+8)-(—1)dt) -
1

=S4 14 B 14+ (C+DH+E)- 1+ (F+G+H)- (1) +1-(-1)+J-(-1)) =0

CQ:i(/_3(2t+8)~1dt+/_22-1dt+/0(—t)-(—1)dt+

—4 -3 -2

2 3 4
+/ t-Odt+/ 2-0dt+/(—2t+8)-0dt>:
0 2 3
1

1
= A 14+B-14+(C+D+E) (-1)+(F+G+H):0+1:0+J:0)= =025

1 -3 -2 0 2
C’3—4</ (2t+8)-0dt+/ 2-Odt+/ (—t)-Odt—i—/t-ldH—
0

4 _3 9
3 4
+/2 2-(—1)dt+/3 (—2t+8)-(—1)dt) -
= %(A.O—l—B-O—I—(C—FD—i-E).0+(F+G+H).1+I.(_1)_|_J.(_1)) — _% — 095
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Na osnovi izra¢unanih koeficientov zapisemo priblizek funkcije f(t) z naslednjo enacébo:

F(t) = 1.25¢0(t) + 0.25¢2(t) — 0.25h3(t)

Izracunamo vrednosti aproksimacije f(t) na celotnem ¢asovnem intervalu (—4,4):

1.25-14+025-1—-0.25-0=1.5 te(—4,-2)

f(t): 1.25-14+025-(-1)—0.25-0=1 te(-2,0)
1.25-14025-0-025-1=1 te(0,2)
1.25-14+025-0—-0.25-(—1) =15 te(2,4)

Priblizek je graficno prikazan na Sliki 2.16.
f"(t)_2 0
.5
1
0.5
4 3 2 4 0 B 2 3 4 4

Slika 2.16: Grafi¢ni prikaz priblizka f(t) signala f(t), ki je sestavljen iz prvih stirih Haarovih
temeljnih funkcij na intervalu (—4,4).

Izracunajmo Se srednjo kvadratno napako priblizka f (t) z uporabo enacbe (2.6):

t B 3 o
e’ (1) = #( F@OF6ydt =Y CnCnKn) —
n=0

/ /
tz - tl t)

1 -3 -2 0 2 3
—(/ (2t+8)2dt+/ 22dt+/ (—t)zdt+/ tzdt+/ 22 dt+
4_(_4) —4 -3 -2 0 2

4 1 3
+/ (—2t+8)2dt—(1.252.8+02-8+0.252.4+(—0.25)2.4)) = §(16—13) = 5~ 0.375
3

Ce signal aproksimiramo le s prvimi tremi Haarovimi temeljnimi funkcijami, bo imela
taksna aproksimacija vecje odstopanje od danega signala f(t)(Slika 2.17).

Posledi¢no bo tudi srednja kvadratna napaka priblizka f (t) vecja:

th

2
ceen 1 o R
) = (| FOF@dt =Y CuCukn) =
ty =t \Jy =
1 -3 -2 0 2 3
—(/ (2t+8)2dt+/ 22dt+/ (—t)2dt+/ t2dt+/ 22 dt+
4 1 3
+/ (—2t +8)%dt — (1.25% - 8 + 0% - 8 +-0.257 - 4)) = 5 (16 —12.75) = 2 ~ 0.406
3
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) F(t)

+ + + t ) 1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 ¢

Slika 2.17: Grafiéni prikaz priblizka f (t) signala f(t), ki je sestavljen iz prvih treh Haarovih
temeljnih funkcij na intervalu (—4,4).
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Poglavje 3

Frekvencna analiza periodic¢nih
signalov

3.1 Uvod

Kompleksna Fourierjeva vrsta

Periodiéni signal f(t) s periodo Tp lahko izrazimo kot linearno kombinacijo f(t) kom-
pleksnega trigonometri¢nega zaporedja {¢,(t)} bazi¢nih funkcij, oblike ¢, (t) = e/™@ot kjer
je n € Z. 7 izbiro ustrezne osnovne frekvence wg = 2T—70r zagotovimo ortogonalnost tega
zaporedja na ¢asovnem intervalu dolzine ene periode Ty. Priblizek signala f (t) na celotni

¢asnovni osi bo:
(o)

o0
fO)= > Cugu(t) = D F(n)el™! (3.1)
n=-—00 n=-—o0o
kjer smo koeficiente C), oznagcili z oznako F(n). Enacba (3.1) predstavlja kompleksno Fou-
rierjevo vrsto signala f(t). Koeficiente F'(n) izra¢unamo na podoben nacin kot koeficiente
C,, pri temeljnih funkcijah na omejenem ¢asovnem intervalu:

1 t2 . 1 t1+To i 1 t1+To )
Fn)=— [ ft)n(t)dt = — F(t)edmwot g = — F()e vt g (3.2)
Kn t1 TO t1 TO t1
to . t1+To ) i t1+To . .
Kn= [ on(t)on(t)dt = / et . ejnwot gt = / gnwot . gmmwol gy —
31 31 31 -1
— t\FTo =t + Ty —t; = Tp
+jnwot

Ker je e = cosnwot £ j sinnwot, si lahko zapis periodi¢nega signala f(¢) s Fou-
rierjevo vrsto interpretiramo kot predstavitev signala z neskonéno vsoto sinusnih nihanj s
frekvencami nwg. V koliksni meri je posamezno sinusno nihanje zastopano v signalu je
odvisno od vrednosti ustreznega koeficienta F'(n). Posleditno koeficiente F'(n) imenujemo
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kompleksni spekter periodi¢nega signala in jih lahko rezdelimo na realni C'(n) in imaginarni
del sprektra D(n):
F(n) =C(n)+ jD(n) (3.3)

Enacba (3.4) predstavlja zapis koeficientov F'(n) s polarnimi koordinatami, Slika 3.1 pa
njegov graficni prikaz v kompleksni ravnini.

F, = |F(n)]e?’™ (3.4)

kjer je |F'(n)| amplitudni spekter, 8(n) pa fazni spekter periodi¢nega signala f(t).

Im
D(n) - F(n)

F(n)|

6(n)
|
0 C(n) Re

Slika 3.1: Grafiéni prikaz kompleksnega spektra F'(n) = C'(n) + jD(n) v kompleksni rav-
nini C, kjer je C(n) realni D(n) pa imaginarni del spektra. |F'(n)| predstavlja amplitudni
spekter, 6(n) pa fazni spekter periodi¢nega signala f(t).

S pomocjo Slike 3.1 zapisemo Se zveze med polarnim (enacba (3.4)) in karteziénim zapi-
som (enacba (3.3)) kompleksnega spektra:

(Fal = |v/€2(n) + D2(n)| = |\ F(n) - F() (3.5)

D(n)

arctg iy C(n)>0
0(n) = +7 + arctg gég;, C(n) <0 (3.6)
z C(n) =0 A D(n) > '
-5, C(n)=0A D(n)<0
C(n) = |Fy| - cosf(n) (3.7)
D(n) = |F,| - sinf(n) (3.8)

Kompleksna Fourierjeva vrsta se lahko uporabi tako za aproksimacijo realnih, kot tudi
za, aproksimacijo kompleksnih signalov. V nadaljevanju bomo izpeljali realno Fourierjevo
vrsto, ki se omejuje le na realne signale.
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Realna Fourierjeva vrsta
Izraz za kompleksno Fourierjevo vrsto (enacba (3.1)) lahko razsirimo z uporabo Eulerjeve
formule (/™0 = cos nwot + jsin nwt), in jo zapisemo le s pomoéjo pozitivnih n:

ft) = i F(n)e/™ot = i F(n)cos nwot + jF(n)sin nwot =

n=—oo n=—oo

(o9}
=F(0)*+ Z F(n)cos nwot + jF(n)sin nwot + F(—n)cos (—nwot) + jF(—n)sin (—nwot) =
n=1

=F(0)+ ) (F(n)+ F(—n)) - cosnwot + j(F(n) — F(—n)) - sin nwot
n=1

Izrazimo F'(—n) s pomocjo enacbe (3.2):

1 t1+7To ) 1 t1+10o _
F(—n) = T/ f(t)ed™wot gt = T f(t)e—inwot gt =
0 t1 0 t1

1 t1+To

= f(t)e—imwot dt = F'(n)
TO t1

Prejsnja enacba se sedaj spremeni v
o0

ft)=F(0)+ > (F(n)+ F(n)) - cosnwot + j(F(n) — F(n)) - sin nwot

n=1

kjer sta a, = (F(n) + F(n)) in b, = j(F(n) — F(n)) realna®. Z vpeljavo oznak ay, b, in
ap = 2F(0) dobimo realno Fourierjevo vrsto:

o
f(t) = % + Z ancos nwot + bysin nwot (3.9)

n=1

Z uporabo enacbe (3.2) izpeljemo izraze za ag, a, in by:

2 t1+7o p
== t) dt
ao Th " f( ) )
2) t1+To
ap = — f(t) cos (nwot) dt, (3.10)
T[) tl
) t1+To
by = — f(t) sin (nwot) dt
TO tl

Izrazimo amplitudni |F'(n)| in fazni spekter 6(n) realnega periodi¢nega signala f(¢):

Bl = 5|V )+ 32m) (3.11)

*F(0) cos (0 - wot) +5F(0) sin (0 - wot) = F(0)
—_——— —_——

“*an = C(n) % §D(n) + C(n) F jD(n) = 20(n), bn = j(C(n) + jD(n) — (C(n) F jD(n)) = ~2D(n))
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—arctg%, an >0
O(n) = :twfarctgz—’;, an <0 (3.12)
-z an =0 A b, >0 ‘

2
an, =0 A b, <0

SIE]

Nastejemo Se lastnosti kompleksnega spektra, ki izhajajo iz zveze F'(—n) = F(n):

e C(n) =C(—n) = realni spekter C'(n) je soda funkcija,
e D(n) =

(n

e |F(n)| =|F(—n)] = amplitudni spekter |F(n)| je soda funkcija,

—D(—n) = kompleksni spekter D(n) je liha funkcija,

e O(n) = —0(—n) = fazni spekter 6(n) je liha funkcija.

3.2 Naloge

1. Za podani periodi¢ni signal

t <
1

3 St<
ft+mTy), YtAmeZ

NI
=~ IA
NI

1, —

[\SJ[9N)

ki je prikazan na Sliki 3.2 dolo¢i kompleksno in realno Fourierjevo vrsto, amplitudni
spekter |F'(n)| in fazni spekter 6(n).

f(®)

N‘IU‘
[
(S
[
[N
[N
[~
(S
[SIE ]

Slika 3.2: Grafiéni prikaz signala f(¢) na ¢asovnem intervalu (—3, I).

Perioda danega signala f(t) je Tp = 2. Iz tega sledi, da je osnovna harmonska fre-

kvenca wg = QT—g = 7. Najprej bomo s pomocjo enacbe (3.2) izrac¢unali kompleksni
1

spekter F'(n) signala f(t). Izberemo t; = —3:
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1 t1+To ) .
P =5 [ s mta = et =
T() 2 %

1, (3 . 5 . 1 1 o 1 3
= Le /" dt+ [~ (=1)-e 7" dt) =* = 7(76—3"“12 —7e—ﬂmt\2> =
2V ) 1 1 2\ —jnawyg -3 —jnm 3

2 2
_1 1 ((e—jn% _nF) (e e—jn%)) _
2 —jnm

= /S//(—]SZTLTL—?S/K—]SZTLTL
2]’1’L7T

(COS?’L?Jr -7 SZn?”L?T— (COSTL§ —jsmn2))> =
N——

N——
_COSTLE :—sznnf
= ((—2]81%717— /—I—jsznn —M—I—jsznn =
2]n7r
= 77( 47 sinn— ) = —smnf
29nm 2 nm 2

Kompleksna Fourierjeva vrsta signala f(t) je tako

oo [e.e]
~ . 2 T .
— Jnwot _ 2 e o jnmt
f(t) Z F(n)e Z —sinng e
n=-—o00 n=-—o00

Opazimo, da ima kompleksni spekter F'(n) samo realni del razli¢en od 0. To je namreé
lastnost kompleksnih spektrov sodih signalov (f(t) = f(—t)), med katerimi je tudi
nas signal. F'(n) bi lahko izracunali z uporabo enacbe za sode signale f(t):

F(n) = 1%()/()2 f(t) cos nwot dt (3.13)

Podobno, je imaginarni del kompleksnega spektra lihih signalov razlicen od 0, medtem
ko je realni del C'(n) enak 0. ZapiSemo Se posebno enacbo za izrac¢un kompleksnega
spektra F'(n) lihih signalov:

F(n) :—]/ f(t) sinnwot dt (3.14)

V nadaljevanju poiséemo Se realno Fourierjevo vrsto signala f(t). Najprej izra¢unamo
koeficiente ag, a, in by:

* +ax _ 1 _tax
fie‘ dr = e
*eTT = cosx £ jsinx
T 3T __ T\ T - - T o T
cos(x — y) = cosx cosy + sinx siny = cosn=y; = cos (N2m —ng) = cosn2w-cosng + sinnw -sinng = cosny

=1 =0
Tsin(z — y) = sinz cosy — cos x siny = sinn3L = sin (n27 — nT) = sinn2m -cosnT + cosn2n -sinn% = —sinn®
2 2 2 TSN 2 2

=0 =1

26



9 [t+To : 3 1
a0 = f(t)dt:(/ 1dt+/ (~1)dt) = |2
0 Jt1 - 1

9 [t+To 9 1 3
an f(t) cos (nwot) dt = — (/ ) 1- cos (nmt) dt—i—/1 (—1)- cos (nmt) dt) =
~3 3

T() t1 2 5
= —sin n7rt|% — isin nmﬁ]% L (sinnE - sinn(—z) - (smng—7T — sin nz)> =
Conm ~3 nw : onm 2 2 2 2’)
( T o+ s ™ 4 s ™ 4 si 7r> 4 07
= —(sinn= + sinn= + sinn- + sinn—- ) = — sinn—
nmw 2 2 2 2 nmw 2

9 t1+To 2 1 3
bn, f(t) sin (nwot) dt = 2(/ 1- sin (nmt) dt—l—/ (—1)- sin (nmt) dt) =
1
- 2

B TO t1 %
1 1 1 3 1 T 0 3T T
= ——~cosnmt|? —(——cos n7rt|f) = ——(cos n——cosn(——)—(cosn=——cos n—)) =
nmw —32 nm 2 nm 2 2 2 2

. ( ™ ™ 7T+ 7T)70
_77,71' COSTL2 COSTL2 cosn2 cosn2 =

Realna Fourierjeva vrsta signala f(t) je:

oo o
~ ag . 4 0w
t) = —+ a,cos nwot + b, sin nwot = — sinn— - cosnmnt
f() 2 nzl n 0 n 0 nzlnﬂ' 9 T

Podobno kot pri izra¢unu kompleksne Fourierjeve vrste opazimo, da so koeficienti
sodih signalov a, razlicni od 0, medtem ko so koeficienti b,, enaki ni¢. Pri lihih
signalih (f(-t)=-f(t)) je ravno obratno (a, = 0, b, # 0).

Sedaj, ko smo dolocili kompleksno in realno Fourierjevo vrsto, zapiSemo Se zveze, ki
med njimi veljajo:

an — jbn

F(n) =~ (3.15)
an = F(n) + F(n) (3.16)
b = j(F(n) — F(n)) (3.17)

Za dolocitev amplitudnega spektra (Slika 3.3) bomo uporabili enacbo (3.5):

Rl = [V F| = | 2 sinn)
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+ . 4
—3wy —2wy — Wy 0 wo pATIN 3wy w

Slika 3.3: Amplitudni spekter |F(n)| signala f(t).

Ker smo izrac¢unali tudi koeficiente realne Fourierjeve vrste, bi lahko za dolocitev
amplitudnega spektra uporabili tudi enacbo (3.11). Rezultat bi bil enak.

Podobno bomo za dolocitev faznega spektra (Slika 3.4) uporabili enacbo (3.6):

O(n) = =

{:I:ﬂ', C(n) <0, D(n) = {:I:Tr, n==x(4k—-3),keN

0, za ostale vrednosti n

v
NE

—8wg —Two —6wy —bBwo —4dwy —3wo —2wo —wo
* * + +

* + * *
0 wo 2wy wo 4wy Swy 6wy  Twy 8wy W

wla

-7

Slika 3.4: Fazni spekter |F'(n)| signala f(t).

Do enakega rezultata pridemo tudi z uporabo enacbe (3.12).

Vrednosti spektrov so doloCene le za posamezne frekvence w, ki so enake celemu
mnogokratniku osnovne frekvence wg (w = nwy).
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2. Za podani periodi¢ni signal

2t, 0<t<3
1) = —2t + 2, 1<t<3
)2t —4, 3<t<2

f(t+mT(_)), YtAm € Z

ki je prikazan na Sliki 3.5 dolo¢i kompleksno in realno Fourierjevo vrsto, amplitudni
spekter |F'(n)| in fazni spekter 6(n).

Slika 3.5: Grafi¢ni prikaz signala f(¢) na ¢asovnem intervalu (—2,4).

Perioda danega signala f(t) je Ty = 2, osnovna harmonska frekvenca pa wy = QT% = .

Najprej bomo dolocili koeficiente realne Fourierjeve vrste. Opazimo, da je signal

f(t) lih in zaradi tega bodo vsi koeficienti a, vkljuéno s koeficientom ag enaki 0
(an, =0, ap = 0). Izrac¢unajmo Se koeficiente by,:

9 t1+T10o

b = — f(t) sin (nwot) dt =
TO t1

3

2
2 2 3 2
—2(/22t-sinn7rtdt+/2(—2t+2)-sinmrtdt—i—/ (2t—4)-sinn7rtdt> —
0 % 3

1 3 2
2 2
= / 2t-sinnmt dt—/ 2t-sinnmt dt+
0 1

2

3
’ 2-sinnwt dt—|—/

3

w\»—-\

2
2t-sinnmt dt—/ 4-sinnmtdt = *

3
2 2

1 2 1 ] 3 2 3
= ﬁsmnﬂt‘g — —tcosmrt‘g — ﬁsmnﬂt‘f + —tcosmrtﬁ—
nem nmw nem 3 nw bl
2 3 . 2 2 2 4 2
——cosmrt‘l + 3 2sznnﬂ't}3 — —tcosmrt’pj + —cosnﬂ't|3 =
nmw 3 neT 2 nrT 3w 2
LT "0 2 7r+ 2 0 0 2 . 37 n 2 7T+
= ——=sinn-————sin0———cosn—+—-0.-co0s 0——— sinn— +——5stnn—
n2m?2 2 nZr? 2nm 2 nmw n2m2 2 n2n? 2
=0 zfsinn%
*per partes: [u-dv=u-v— [v-du= u=tdv=sinnrtdt= [t-sinnntdt = — tcosnnt+ ——sinnmt
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+ 2 3 2 s 2 T + n 2 9
— COSN— ———COSN— — — COSN— —CosN SN NLT —
2nm 2  2nmw 2 nrw 2 m 2 n2x? -
=cosny =cos ng
3 . 5 +3 2 3 n 4 9 4 3T
— stnn— ——— coSN2w +—— cosn— — COSNLT ——— COSN— =
n2r? 2 nm —— 2nmw 2 nm nm 2
—— _ ——— _ ———
=—sin ng =cosnZ T

2

1
=(24+2+2+2)—5 smn2—|—(—1+3—1—2+2+3
7T

8 s
——sinn—
 n2x2 2

Realna Fourierjeva vrsta signala f(t) je
N a oo oo
ft) =

n=1 n=1

=Cos na

1 4
4)—008 nz - —+

2 nm

8 T
o + Z ancos nwot + by sin nwot = Z Wsz’n n§ sinnwt

4

nm

Z realnimi Fourierjevimi koeficienti izrazimo kompleksni spekter F'(n) (enatba (3.15)):

an — jb T
F(n) = % —j > 2smna
Amplitudni spekter signala (Slika 3.6) je
F(n)] = "] = g sinnl]|
= |55 sinn;|= sinn—
2 n2m2 2
|F(n)]
—1
! + . 4 1
—3wy —2wy —wy 0 wp 2wq 3wy w

Slika 3.6: Amplitudni spekter |F(n)| signala f(t).

Fazni spekter signala (Slika 3.7) je

™

— 9 an:O/\bn>O
ap=0ANb, <0

O(n)=17%
0, a=0Ab,=0
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0(n)

™

)

—Twy — 3w, wo 5wy
4 4 + 4 . + + 4 4

—8wg —6wy —5wy —4dwg —2wy —wp 0 2wy 3wy 4wy 6wy Two 8wy

el

Slika 3.7: Fazni spekter |F'(n)| signala f(¢).
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Poglavije 4

Avtokorelacija, krizna korelacija in
konvolucija periodi¢nih signalov

4.1 Uvod

Avtokorelacija periodiénih signalov

Avtokorelacija poljubnega signala f(t) predstavlja korelacijo med signalom in njegovo
¢asovno zamaknjeno kopijo f(t — 7). Lahko recemo, da je avtokorelacija podobnost med
tema dvema signaloma. Avtokorelacijo y;;(7) periodi¢nega signala f;(t) s periodo Ty izra¢unamo
z naslednjo enacho:

ti+To
wii(T) = ;O/t fi(t) fi(t +7)dt (4.1)

kjer je T casovni premik kopije signala, t; pa izbrana spodnja meja. Avtokorelacija peri-
odi¢nega signala je tudi sama periodi¢na funkcija z enako periodo. Za avtokorelacijo velja
Hermitova simetrija (¢11(7) = ¢11(—7)), kar pomeni, da je potek avtokorelacije povsem
dolo¢en z njenimi vrednostmi na pozilitni (ali negativni) strani ¢asovne osi.
Kadar periodi¢ni signal f;(t) zados¢a Dirichletovim pogojem, ga je mozno izraziti s Fou-
rierovo vrsto. V tak$nem primeru se tudi njegovo avtokorelacijo ¢11(7) lahko predstavi z
naslednjo Fourierjevo vrsto:

Gi(r) = Y Guln)el™ (4.2)

n=—oo

kjer je kompleksni spekter avtokorelacije ¢;;(n) odvisen od kompleksnega spektra signala

$ii(n) = |Fy(n)]? (4.3)

32



KrizZna korelacija periodiénih signalov

Krizno korelacijo med f;(t) in f;(t) predstavlja korelacijo med signalom f;(t) in ¢asovno
zamaknjenim signalom f;(t—7). Lahko re¢emo, da je krizna korelacija mera podobnosti med
dvema signaloma. Krizno korelacijo ¢;;(7) signalov s periodo Ty izrac¢unamo z naslednjo
enacbo:

ti+1o
%mzéz F@) £t + 7) dt (4.4)

kjer je T vrednost casovnega premika signala f;(t), t; pa izbrana spodnja meja. Krizna
korelacija je tudi sama periodi¢na s periodo 7y. Zanjo velja lastnost antisimetri¢nosti
(p4i(T) = @ij(—T)), zato pri njeni uporabi zadosca, da izracunamo le p;;(7) ali @;;(7).
Kadar je mozno signala f;(t) in f;(t) predstaviti s Fourierjevo vrsto, je to mozno tudi za
njuno krizno korelacijo:

wij(1) = Z ¢ij(n)el™0T (4.5)

kjer je kompleksni spekter krizne korelacije ¢;;(n) odvisen od kompleksnih sprektrov
signalov f;(t) in f;(¢):

Konwvolucija periodiénih signalov

Konvolucija signalov f;(t) in f;(t) je definirana podobno kot krizna korelacija, uporablja
pa se za modifikacijo signalov. Konvolucijo p;;(7) signalov s periodo Tj izracunamo z
naslednjo enacbo:

1

t1+To
pMﬂzﬁ@*mwzﬂl‘ fi(8) £3(r — t) dt (4.7)

kjer je T vrednost casovnega premika signala f;(—t), t; pa izbrana spodnja meja. Perioda
konvolucije je Tp. Konvolucija dveh signalov je simetri¢na (p;;(7) = p;j(7)) in zato velja
zakon o komutativnosti fi(t) * f;(t) = f;(t) = fi(t).
Podobno kot pri krizni korelaciji je, kadar sta f;(t) in f;(t) signala, ki ju lahko predstavimo
s Fourierovo vrsto, to mozno tudi za njuno konvolucijo:

o0
pii(r) = > Rij(n)el™" (4.8)
n=-—oo
kjer je kompleksni spekter konvolucije p;;(n) odvisen od kompleksnih sprektrov F;(n) in

Fj(n):
Rij(n) = Fy(n)Fj(n) (4.9)
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4.2 Naloge

1. Za periodi¢ni signal

1, 0<t<1
2, 1<t<?2
fi(t) =
0, 2<t<3

filt+mTy), ViAmeZ

ki je prikazan na Sliki 4.1 dolo¢i avtokorelacijo ¢11 in skiciraj njen potek.

f(®

2

!/ 1
I I | e

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 t

Slika 4.1: Grafiéni prikaz signala fi(t) na ¢asovnem intervalu (—3,6).

V skladu z enacbo (6.1) avtokorelacijo izra¢unamo za eno periodo signala. Perioda
danega signala f;(t) je Ty = 3, zato bomo signal premikali v levo za najve¢ 3. Med
premikanjem ra¢unamo plos¢ino pod eno periodo krivulje, ki je doloéena s produktom
signala fj(t) in premaknjenega signala fi(t+ 7), kjer je 7 velikost premika. Opazimo,
da se s premikanjem za 0 < 7 < 3 razlicna podroc¢ja prekrivajo razlicno. Kadar je
0 < 7 < 1 imamo na primer delno prekrivanje visje stopnicke signala fi(t) z vijo
stopnicko premaknjenega signal fi(t+ 7) (Slika 4.2). Kadar je 1 < 7 < 2 se stopnicki
ne bosta prekrivali (Slika 4.3), vendar se z nadaljnim premikanjem za 2 < 7 < 3
ponovno za¢neta prekrivati (Slika 4.4). Iz tega razloga bomo avtokorelacijo izracunali
za tri razli¢ne neprekrivajoce intervale koraka premika 7:

0 <7 <1 (Slika 4.2):

Tt
9011 Toftﬁ_ofz fzt+ 3f0f1 f1 tJr )dt:
Z%(fol TLLdi [ 12d ) _T2'th+f22_72-Odt+f23_70-0dt+f33_70-1dt) =
=5ty T2 4} T) =1 042:1-2 (1= ) 4 (2-7) —4-1) =

(I-74+2-2+2r+8—-4r—-4)=1(5-371)=-7+32

|
W=
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Slika 4.2: Prekrivanje signala fi(¢) v obmocju 0 < 7 < 1.
1 <7 <2 (Slika 4.3):

en(r)=5( o1 2de+ [ L 0de+ [TT2-0db+ [T 2 1der
=0 =0

T [ 024 ) = (2t T 23 ) =
= =0

—1(2:2-7)—-2.042:2-2-(3-7)) =14 —2r +4—6+27) =2
f(®)
............. -
Jom e e } #:::4::::5 -
L o 27 18T 2 AT 3 T 4 67 5 7T 6

Slika 4.3: Prekrivanje signala f1(¢) v obmoc¢ju 1 < 7 < 2.

2 < 1 <3 (Slika 4.4):

on(r) = S( 57 L 0ds [ 1L+ [T 2 [ 22

SR P e0a) = (i ol ) =
= =0

:%(1—(3—7’)+2-(4—7‘)_2.14_4.2_4_(4_7_)):
=21 -3474+8-2r—248—-16+47)=13r—4)=7—%
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4 2T o ¥t 4 4T o bT g 61 4 Tr

Slika 4.4: Prekrivanje signala f1(¢) v obmocju 2 < 7 < 3.

Avtokorelacija ¢11(7) signala fi(t) je torej

—T—i—g, 0<7r<1
2
z 1<7<2
37 =
T) =
e (7) T—%, 2<1<3

o1 (r+mTy), YTAmEZ
Avtokorelacija je soda funkcija (¢11(—7) = ¥11(7)) in zato z dolocitvijo poteka avtoko-
relacije za pozitivne vrednosti 7 posredno dolo¢imo tudi potek za negativne vrednosti

7. Ker je fi1(t) periodi¢ni signal s periodo Tp je tudi avtokorelacija o11(7) periodi¢na
funkcija s periodo Ty = 3. Avtokorelacija ¢11(7) je prikazana na Sliki 4.5.

p11(T)

Slika 4.5: Avtokorelacija 11 (7) signala f1(t).
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2. Dolocite krizni korelaciji ¢12(7) in @2;1(7) podanih dveh periodi¢nih signalov

1, 0<t<1
fi(t) = sinwt, fa(t) =< —1, 1<t<2
f2(t+mT0), VtAmEeZ

ki sta prikazana na Slikah 4.6 in 4.7.

fi(t)

o

Slika 4.6: Grafi¢ni prikaz signala fi(¢) na ¢asovnem intervalu (—2,4).

Fa(t)

Slika 4.7: Grafi¢ni prikaz signala f2(¢) na ¢asovnem intervalu (—2,4).

Periodi¢na signala fi(t) in f2(t) imata periodo Ty = 2 in zato bomo krizno korelacijo
teh dveh signalov izracunali na eni periodi in sicer za 7 na intervalu (0, 2]. Krizno ko-
relacijo bomo najprej izrac¢unali s premikanjem drugega signala fo(t). Zaradi razlicnih
na¢inov prekrivanja signalov med premikanjem bomo interval 7 € (0, 2] razdelili na

dva dela. V skladu z enacbo (6.2):
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0 <7 <1 (Slika 4.8):

+T,
9012 Toftl sz f](t+7 Clt 2f0f1 fgt—f-T)d
= %(fol_T sinmt - 1dt + f12__: sinmt - (—1)dt + f22_T sinmt-1 dt) =
= l( 1 os7rt| — (—lcosmf)!z*r — lcosmf‘2 ) =
T2 a T 1-7 T 2—7)
%( cos (m—n1)—cos 0)+(cos (2r—mT)—cos (r—nT)) — (cos 2w —cos (27T—7T7'))> =
= Qi (608 TT + cOS 0 +cos T + cos TT — oS 2T +cos 7rr> = % (4 cos 7rr) = %cos T
1 =1
f(t)

Slika 4.8: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(t+7)za 0 <7 < 1.

1 <71 <2 (Slika 4.9):

pro(r) = 5(Jo T sinmt (1) de+ [ sinwt - Ldt+ 7 sint- (<1)dt) =
(= (= Leos )77 = Leosmtly T — (= Leosmi)[;_, ) =

=4 <cos (2m—nT)—cos 0—(cos (3w — 77) —cos (2n—nT))+(cos 2w —cos (3w — 7T) )) =
— —

o =cos (r—mn1)**

=cos (mT—nT)
_ 1 _ — 1 — 2
= 5 (cos 7T — cos0+cos T + cos T + cos 2w +cos 7r7> = 5 (4 cos 777) = 2 COSTT
=1 =1
*f sinaxrdx = —icos ax
sin (2 £ ) = £sina;cos (27 £ a) = cosa, sin(m + a) = Fsina;cos(mr £ a) = —cosa
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Slika 4.9: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t+7) za 1l <7 < 2.

Krizna korelacija ¢12 je torej:

B %COSﬂ'T, 0<7<2
P12 g012(7'+mT0), YT Am € Z

Ker sta fi(t) in f2(t) periodi¢na signala s periodo Ty = 2 je tudi avtokorelacija p12(T)
periodi¢na funkcija s periodo Ty = 2. Skicirajmo potek krizne korelacije tako, da
najprej izracunamo vrednost ¢12(7) v tockah 7 € {0, 3, 1, 3, 2}:

(%005(71'-0):%, T=0
%cos(w-%)zo, T:%
P12 = %COS(ﬂ'-l):—%, T=1
%608(71"%):0, T:%
k;005(71'-2):%, T=2

Grafi¢ni prikaz krizne korelacije 12 je podan na Sliki 4.10.

$12(7)

N ANANYS
VARV,

-1

Slika 4.10: Graficni prikaz krizne korelacije 12 signalov fi(t) in fo(t 4+ 7) na ¢asovnem
intervalu (—2,4).

Krizno korelacijo @91 bomo doloédili s pomodcjo lastnosti kriznih korelacij. Za krizne
korelacije vemo, da so antisimetri¢ne (¢;;(7) = ¢;i(—7)). Posledi¢no:

39



2cosm- (=T -
8021(T)=9012(—T)=¢12(—T):{” (=7), O<r=2 _

on(r+mTy), YrAmeZ

%COSWT, 0<1<2
w21 (T +mTy), VT AmeZL

3. Dolocite konvolucijo p12(7) podanih periodi¢nih signalov
sin 5t, <
fit) = 2 ; fa(t) = <0, 1<t <2
filt+mTy), VtAmEZ
fg(t + ng), VYt Am € 7Z

ki sta prikazana na Slikah 4.11 in 4.12. Skicirajte potek konvolucije.

fi(t)

2 A t

Slika 4.11: Grafi¢ni prikaz signala fi(¢) na ¢asovnem intervalu (—2,4).

fa(t)

-1 0 1 2 3 4 t

Slika 4.12: Grafi¢ni prikaz signala fa(t) na ¢asovnem intervalu (—2,4).

Perioda danih periodi¢nih signalov fi(t) in fa(t) je Tp = 2 , zato bomo konvolucijo
p12 izracunali za 7 € (0,2]. Za razliko od korelacije se konvolucija pi2 racuna s
premikanjem signala fo(—t) v desno, za 7 (enacba (6.3)). Signal, ki ga premikamo
naprej, torej prezrcalimo glede na y os, nato pa premikamo v desno za razlicne korake
T
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0 <7 <1 (Slika 4.13):

p12(T) = 7 ft1+TO fi(t) fi(m — 2f0 fi(t) fo(r —t) dt =
= %(fgsingt-2dt+fTHTSZ'n?S-0dt—|—f12+Tsmgt-2dt) =
=0
2
:%(2(—; ”t| ) —%cos%t‘pﬁ)) =
T T
= %(— 1(cosZT —cos() — %(cosw—cos(g + 57’))) =
=1 =1
=—sin Z7*

2
=2(—cosZr+1+1—sin37)=2(2—cos It —sinZr)

____________________

Slika 4.13: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(—t+7)za 0 <7 < 1.

1 <7 <2 (Slika 4.14):

p12(T) (fo 7 sin = 5t Odt+ [T, sin5t- 2dt—i—f sin t Odt)
H—/
=0 =0
= %(2( — %cas %t[ur)) = —% (cos 5T — cos (gT — g) ) %(szn 5T — cos %7’)
—_———
:sing‘r**
F(t)

Slika 4.14: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(—t+7)zal <7 < 2.
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Konvolucija pi1s je torej

%(2—005%7’—31’11%7), 0<r<1
2 - T T
;(smgT—cosiT), 1l<7<2

p12(7'+ mT()), YT Am€EZ

P12 =

in je periodi¢na funkcija s periodo Ty = 2, ker je perioda obeh signalov fi(t) in fo(t
enaka 2. Skicirajmo potek konvolucije tako, da najprej izra¢unamo vrednost pi2(7) v
tockah 7 € {0, 3, 1, 3, 2}:

5 929
(2(2—cos(Z-0) —sin(3-0)) =2, 7=0
. 2(2—2

2(2—cos(f-3) —sin(5-3) = 222, 7=}

p12=1q2(2—cos(%-1)—sin(3 1)) = 2, =1

2(sin (5 - 3) —cos (5 -3)) = 22, =13

2 (sin (% -2) —cos(%-2)) = 2, T=2

Grafi¢ni prikaz konvolucije p12 je podan na Sliki 4.15.
p12(7)
T

| | | | | |

2 A 0 1 2 3 4 T

Slika 4.15: Grafi¢cni prikaz konvolucije pio signalov fi(¢) in f2(¢) na Casovnem intervalu
(—2,4).

V primeru, da nas to zanima, bi konvolucijo p2; lahko doloé¢ili s pomocjo lastnosti
simetri¢nosti, ki zanjo velja (p;;(7) = p;i(7)):

2 .

;(Q—COSgT—szngT), 0<7<1
2
™

p12(7'+mT0), VYTAm€EZ

P21 = P12 = (singr—cosgﬂ, 1l<7<2
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Poglavje 5

Frekvencna analiza neperiodi¢nih
signalov

5.1 Uvod

Periodi¢ne signale s periodo Ty lahko izrazimo s Fourierjvimi vrstami, vendar to ne velja
za neperiodi¢ne signale. Po drugi strani, ko periodo T periodi¢nega signala fp(t) limi-
tiramo proti neskonénosti (7Ty — o0), periodi¢ni signal f,(¢) preide v neperiodi¢ni signal
f(t). Posledi¢no z ustrezno matematiéno izpeljavo iz Fourierjeve vrste signala fp(t) =
S0 F(n)ed™ 0t dobimo integral kompleksnih sinusnih nihanj e/*!, ki predstavlja zapis
neperiodi¢nega signala f(¢):

0= [ [ s o

Temu integralu reemo Fourierjev integral in ga lahko razélenimo v Fourierjevo trans-
formacijo F[f(t)] in inverzno Fourierjevo transformacijo F~![F(w)]:

Fw) = /_ T ) et gy (5.1)
F(t) = % /_ " F(w) & duw (5.2)

Neperiodicen signal f(t) in njegov Fourierjev transform F'(w) sta Fourierjev par. Fou-
rierjev transform F'(w) imenujemo tudi kompleksni spekter signala f(t). Podobno kot pri
periodi¢nih signalih kompleksni spekter sestavljata realni del spektra C(w) in imaginarni
del spektra D(w):

F(w) = C(w) + j D(w) (5.3)

43



Zaradi analize frekvenc¢nih lastnosti signalov ponavadi uporabljamo polarni zapis kom-
pleksnega spektra (Slika 5.1):

F(w) = |F(w)]e*™) (5.4)

kjer je |F(w)| spekter amplitudne gostote, ki podaja amplitudno gostoto nihanja e/ pri
frekvenci w, O(w) pa je fazni zamik pri tej frekvenci.

Im

D(w)— F(w)

O(w)
|
0 C(w) Re

Slika 5.1: Graficni prikaz kompleksnega spektra F'(w) = C(w) + jD(w) v kompleksni rav-
nini C, kjer je C(w) realni, D(w) pa imaginarni del spektra. |F(w)| predstavlja spekter
amplitudne gostote pri frekvenci w, (w) pa fazni zamik pri tej frekvenci.

S pomogjo Slike 5.1 zapisemo Se zveze med polarnim (enacba (5.4)) in karteziénim zapi-
som (enacba (5.3)) kompleksnega spektra F'(w):

[F(w) = |/C2(w) + D*(w)| = |\/F(w) - F(w) (5.5)

(arctg %, C(w) >0
+7 + arctg %, C(w) <0
OERES C(w) =0 A D(w) >0 (5.6)
.3 C(w) =0 A D(w) <0
0, Cw)=0A D(w)=0
C(w) = |F(w)] - cosO(w) (5.7)
D(w) = |F(w)| - sin 6(w) (5.8)

Spekter realnih signalov F'(w) je popolnoma dolocen z njegovim potekom za pozitivne
frekvence w. Potek kompleksnega spektra za negativne frekvence dobimo iz naslednje zveze:

F(—w) = F(w)
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Nastejemo Se lastnosti kompleksnega spektra, ki izhajajo iz te zveze:

o C(w) =C(—w) = realni spekter C'(w) je soda funkcija,
e D(w) = —-D(—w) == kompleksni spekter D(w) je liha funkcija,
o |F(w)| = |F(—w)| = amplitudni spekter |F(w)| je soda funkcija,

o (w) = —0(—w) = fazni spekter O(w) je liha funkcija.

5.2 Naloge

1. Za podani neperiodi¢ni signal
-1, te(-2,-1)uU(1,2)
F={-2 te(-11)
0, drugje

ki je prikazan na Sliki 5.2 dolo¢i kompleksni, amplitudni, fazni spekter in spekter
energijske gostote.

Slika 5.2: Grafi¢ni prikaz signala f(¢) na ¢asovnem intervalu (—3, 3).

Kompleksni spekter signala f(t) bomo poiskali na dva na¢ina in sicer najprej z ra¢unanjem
Fourierjeve transformacije po definiciji (ena¢ba 5.1), nato pa Se z odvajanjem in upo-
rabo tabele Fourierjevih transformacij nekaterih osnovnih funkcij.

I. Uporaba osnovne definicje Fourierjeve transformacije

() -2 -1
F(w)—f[f(t)]—/_ f(t)-e‘jw’*dt—/ O-e_j“’tdt—i—/ (=1)- eIt gt

—0o0 -2
+/ (—2)-6_Jwtdt~|—/ (—1).e—ﬂwtdt+/ 0. eIt dt =
—1 1 2
L w1 L jwegl [
= (D g™ ‘72+(—2)'%6 " Ll+(—1)'%€ =
1

= i(ejw—er“’—|—2e_j“’—erw+€_2jw—€_jw) = (e e e ) =
ju o

*etI® = cosz + jsinx
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1
= ,—(—ﬁom—j SIN W —Co82W — J $iN 2w +cosW— j Sinw—+cos2W —j sin2w) =
Jw
1 . . 2, .
= —(—2jsinw — 2j sin2w) =** — —(sinw + 2 sinw - cos w)
Jw w
I1. Odvajanje in uporaba tabele Fourierjevih transformacij osnovnih funkcij

Pri dolo¢anju kompleksnega spektra si lahko pomagamo z operacijo odvajanja,
pri cemer Fourierjevo transformacijo signala f(t) dolo¢imo posredno preko Fouri-

erjeve transformacije njegovega n-tega odvoda (.7-" dy;{,@ = (juw)" F (w)) Ker
si pri tem zelimo, da je funkcija n-tega odvoda ¢imbolj preprosta, polinomske
signale odvajamo, dokler ne dobimo linearne kombinacije delta impulzov d, nato
pa s pomocjo tabele Fourierjevih transformacij (glej dodatek B.1) zapisemo Fou-
rierjev transform neperiodi¢nega signala f(t). Delta impulz (v literaturi ga lahko
sre¢camo tudi pod imenom Diracov impulz ali enotin impulz) predstavlja infinite-
zimalno ozek pravokotni impulz ob ¢asu 0, ki ga graficno ponazorimo z odebeljeno

puscico. Naj bo u(t) enotna stopnica:

0, t<0
u(t) =
1, t>0

Odvod enotne stopnice je v vseh tockah enak 0, razen v tocki ¢ = 0, kjer je
neskonéen in je zato definiran z delta impulzom 0(¢) (Slika 5.3).

u(t) u'(t)

1 1

u(t)

a(t)

Slika 5.3: Graf enotne stopnice u(t) (levo) in njenega odvoda - delta impulz §(¢) (desno).

V nasem primeru, je funcija f(t) stopnicasta in zato zadostuje, ¢e pois¢emo njen
prvi odvod (Slika 5.4).

) ==6t+2)—=8(t+1)+d(t—1)+6(t+2) /J—“

F[dzﬁtq = (jw)" F(w), F[o(t £ tg)] = etW00 =

= jw- F(w) = —e¥V — ¥ 4 ¢7IW 4 72w

sin2x = 2sinT - cosT
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F@)

-

a(t—1) 5(t —2)

5(t+2)

Slika 5.4: Grafi¢ni prikaz prvega odvoda f’(t) neperiodi¢nega signala f(t).

1 . . . .
F(’LU) — 7( _ erw P L L e—2jw) —
jw
1

= ﬁ(—M—jsin2w—g9&ﬂ7—jsinw—i—go&ﬂf—jsinw—i—gQ%—jsin2w) =

1 . . 2, .

= —(—2jsinw — 2j sin2w) = ——(sinw + 2 sinw - cos w)
Jw w

Kot vidimo, je rezultat enak rezultatu, ki smo ga dobili z uporabo osnovne defi-
nicije Fourierjeve transformacije. Izracunan kompleksni spekter nima imaginar-
nega dela (D(w) = 0), kar je bilo pricakovano, saj je f(t) sodi signal. Za lihe
realne signale velja C'(w) = 0 (kompleksni spekter nima realnega dela).

S pomodjo enacbe (5.5) zapisemo amplitudni spekter signala (Slika 5.5):

2
|F(w)| = |—=(sinw + 2 sinw - cosw)
w

Spekter energijske gostote bo tako:

4
|F(w)|? = — (sinw + 2 sinw - cos w)?
w

Z enacbo (5.6) izra¢unamo Se fazni spekter (Slika 5.6):

o) arctg %, C(w)>0 0, C(w) >0
w) = =
+7 + arctg %, C(w) <0 +r, C(w) <0

Amplitudni in fazni spekter neperiodi¢nih signalov sta zvezni funkciji.
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[ (w)]

Slika 5.5: Grafiéni prikaz amplitudnega spektra
w € (—3m,3m).

neperiodi¢nega signala f(¢) na intervalu

8(w)

—4m —3r

—2r

<
5
T
cloo
|
El

colin|
3
s
P
3
=TS

wioo

2

3m 4r W

u—

|

T

Slika 5.6: Grafi¢ni prikaz faznega spektra neperiodi¢nega signala f(t) na intervalu w €
(—4m,4m).
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2. Za podani neperiodi¢ni signal

t+1, -1<t<0
f)=L{1-¢ 0<t<1
0, drugje

ki je prikazan na Sliki 5.7 dolo¢i Fourierjevo transformacijo in izracunaj vrednost

. . . . 3
njegovega spektra amplitudne gostote in vrednost faznega spektra pri w = =f.

f(t)

Slika 5.7: Grafi¢ni prikaz signala f(¢) na ¢asovnem intervalu (—2,2).

I. Uporaba osnovne definicje Fourierjeve transformacije
F(w) = FI@) = [ 7o) dt =

-1 0 1 00
—/ O-ej“’tdt—l—/ (t+1)-ej“’tdt+/ (1—t).eiwtdt+/ 0-e Wt =
_ 0 1

oo -1
0 0 1 1
:/ t-e vt dt +/ e 7 dt +/ e /" dt —/ t-e Mt dt =
-1 -1 0 0
—jwt —1 —jwt |0 1 —jwt |0 1 _per Jwt+1
=7 3¢ +—¢ +——e + e’ =
(—jw)? = —jw = —jw ’0 (—jw)? |0
=- 1 2_jw.— 128jw+ 1 - 1 e+ 1 e Iv— 1 jw.+ 126_jw— 1 5 =
(—jw)? (=jw) jw —jw o —jw jw - (=jw) (—jw)
:_L (_jw—l_ —jw >.6jw+<jw+1 —jw).e_jw:
(—jw)? (—jw)*  (—jw)? (—jw)* * (—jw)?
2 1 ; 1 , 2 1 1 ,
— _ L pjw s w2 jw L —jw
P e T e T T e W ¢
2 1 o - 2 2 2
=2 @(cosw—i—j,.sm—i—cosw — jsrw) = w2 ROt = ﬁ(l — cosw)
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II. Odvajange in uporaba tabele Fourierjevih transformacij nekaterih osnovnih funk-
cij

Najprej poiséemo prvi odvod signala f(¢) (Slika 5.8):

1, —-1<t<0
fly=9-1, 0<t<1
0, drugje
F(t)
;
f(t)
i

2 1 0 1 2 ¢

Slika 5.8: Grafi¢ni prikaz prvega odvoda f’(t) neperiodi¢nega signala f(t).

Se enkrat izvedemo operacijo odvajanja, da dobimo linearno kombinacijo delta
impulzov (Slika 5.9):

F(®)

5(t+1) a(t—1)

a(t) f'(®)

Slika 5.9: Grafi¢ni prikaz drugega odvoda f”(t) neperiodi¢nega signala f(t).
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') =6(t+1)—25(t)+d(t—1) /]—"

(jw)? - F(w) = &% —2 e 7v
F(w) =

(j;)Q(cosw + j st — 2 4 cosw — JSs#rW) =

1 2
= —ﬁ(%osw —2)= E(l — cosw)

S pomogjo enacbe (5.5) zapiSemo amplitudni spekter signala (Slika 5.10):

——T———

—6m —bm —4m

5 6r  w

Slika 5.10: Grafi¢ni prikaz amplitudnega spektra neperiodi¢nega signala f(¢) na intervalu
w € (—3m,3m).

Ker je vrednost cosw € [—1,1], bo izraz v oklepajih (1 —cosw) vedno pozitiven.
Spekter energijske gostote je:

4

|F(w)|* = E(l — cosw)?

Signal f(t) je sodi in zato njegov kompleksni spekter nima imaginarnega dela

(D(w) = 0). Realni del kompleksnega spektra C(w) pa je vedno pozitiven in
zato bo fazni spekter signala enak 0 (enacba (5.6)):

D(w)

f(w) = arctg Clw) =0
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3. Podan je neperiodic¢ni signal

—2t—-8, —4<t< -3
1 1

st—3, —3<t<-1
t, -1<t<1
1 1

st+5, 1<t<3
—2t+8, 3<t<4

0, drugje

ki je prikazan na Sliki 5.11. Izra¢unaj kompleksni, amplitudni in fazni spekter signala

f(t).

f(t)

Slika 5.11: Grafi¢ni prikaz signala f(¢) na ¢asovnem intervalu (—4,4).

Tokrat bomo kompleksni spekter signala f(t) poiskali samo z odvajanjem in uporabo
tabele Fourierjevih transformacij. Pois¢éemo prvi odvod signala f(t) (Slika 5.12):

-2, —4<t<-3
3, —3<t< -1
() = ? —1<t<1
5, 1<t<3
-2, 3<t<4
0, drugje

52



()

ol

f(t)

(M

2=
w
n
-
o
-
N
]
=
o+

Slika 5.12: Grafiéni prikaz prvega odvoda f’(t) neperiodi¢nega signala f(t).

Pois¢emo Se drugi odvod funkcije (Slika 5.13):

f7(t) = =25(t+4) +2.55(t+3) +0.55(t +1) —0.55(t — 1) — 2.55(t — 3) +25(t — 4) /J-‘

. - S BRI PU: S L
(jw)?F(w) = —2eM% 4 23w —eIW — —e7IW _ Zem3Iw 4 9w
2 2 2 2
f”(t)
2
1
3(t+ 3) S(t+1) () (t+4)
1
T2
1 f
4 3 2 1 0 1 2 3 4t
St +4) s(t—1) s(t—3)
-1

Slika 5.13: Grafi¢ni prikaz drugega odvoda f”(t) neperiodi¢nega signala f(t).
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1 5 ) 1 1
F(w) = — (—M—2jsin4w+ém+fjsm3w+f Sw4+ —jsinw—
(jw)? 2 2
1 1. 5 5. . .
—;}A—{— 5J sinw —égg{%—{— Y. sin 3w + 2eosdw — 2j sm4w) =
1

1
= ——(—4j sindw + 55 sin 3w + j sinw) = j - — (4 sindw — 5 sin 3w — sinw)
w w

Z enacbo (5.5) zapiSemo amplitudni spekter signala (Slika 5.14):

4 sindw — 5sin3w — sinw

1 1
|F(w)| = @(4sin4w —5sin3w — sinw)‘ ="

—3r 27 -7 0 T 2 I w

Slika 5.14: Grafi¢ni prikaz amplitudnega spektra neperiodi¢nega signala f(¢) na intervalu
w € (—3m,3m).

Signal f(t) je lihi in zato je realni del njegovega kompleksnega spektra C'(w) = 0. S
pomocjo enacbe (5.6) zapiSemo Se fazni spekter signala (Slika 5.6):

O(w) {g, D(w) >0
-2, D(w) <0
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6(w)

—d4m =3 m 2m 3 . w

I = 3 o O B O B A

SIE]

Slika 5.15: Grafiéni prikaz faznega spektra neperiodi¢nega signala f(t) na intervalu w €
(—4m, 4m).
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Poglavje 6

Avtokorelacija, krizna korelacija in
konvolucija neperiodi¢nih signalov

6.1 Uvod

Avtokorelacija neperiodiénih signalov

Podobno kot pri periodi¢nih signalih, avtokorelacija poljubnega neperiodi¢nega signala
f(t) predstavlja korelacijo med signalom in njegovo casovno zamaknjeno kopijo f(t — 7).
Avtokorelacijo ¢;;(7) neperiodi¢nega signala izracunamo z naslednjo enacbo:

pii(T fz i(t+7)dt (6.1)

kjer je 7 Casovni premik kopije signala. Za avtokorelacijo velja Hermitova simetrija
(¢11(7) = ¢p11(—7)), kar pomeni, da je potek avtokorelacije povsem doloGen z njenimi vre-
dnostmi na pozilitni (ali negativni) strani ¢asovne osi.

KrizZna korelacija neperiodiénih signalov

Krizno korelacijo med f;(t) in f;(t) predstavlja korelacijo med signalom f;(t) in ¢asovno
zamaknjenim signalom f;(t — 7). Krizno korelacijo ¢;;(7) signalov s periodo T izracunamo
z naslednjo enacho:

pij (T / fz ) fi(t+7)dt (6.2)

kjer je 7 vrednost ¢asovnega premika signala f;(t). Za krizno korelacijo velja lastnost an-
tisimetricnosti (¢;;(7) = ¢;j(—7)), zato pri njeni uporabi zadosca, da izracunamo le ¢;;(7)
ali j(7).

o6



Konvolucija neperiodiénih signalov

Konvolucija signalov f;(t) in f;(¢) je definirana podobno kot krizna korelacija, uporablja
pa se za modifikacijo signalov. Konvolucijo p;;(7) signalov fi(t) in f;(t) izracunamo z
naslednjo enacbo:

i) = £0+ 550 = [ 50 £ -0 s (6.3)

kjer je 7 vrednost ¢asovnega premika signala f;(—t). Konvolucija dveh neperiodi¢nih
signalov je simetri¢na (p;i(7) = pi;(7)) in zato velja zakon o komutativnosti f;(t)  f;(t) =

Fi(t) * fi(t).

6.2 Naloge

1. Dolo¢i avtokorelacijo ¢11(7) in mo¢ signala

1, 0<t<1
2, 1<t<?2
t) = =
i) 1, 2<t<3
0, drugje

ki je prikazan na Sliki 6.1.

f(@)

Slika 6.1: Grafiéni prikaz signala fi(t).

V skladu z ena¢bo (6.1) avtokorelacijo ¢11 racunamo s premikanjem kopije signala
f1(t) za razlicne vrednosti 7. Najprej bomo izra¢unali avtokorelacijo za pozitivne vre-
dnosti 7:

0 <7 <1 (Slika 6.2):
p11(7) = /Oo i) fit +7)dt =

1-7 1 2— 2 3—7
:/ 1-1dt+/ 1-2dt+/ 2-2dt~|—/ 2-1dt~l—/ 1-1dt =
0 1-7 1 2-7 2
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1—7 1 2—1 2 3—71
=tlp 2+t +2tf, A+t "=
=1-7+2-24274+8—-47r—4+4-4427+3—-7-2=6-27

Slika 6.2: Prekrivanje signala fi(¢) v obmocju 0 < 7 < 1.

1 <7 <2 (Slika 6.3):

2—71 1 3—7 9 1 3
@11(7)—/ 1-2dt+/ 1-1dt+/ 2-1dt =2t|; " +t],_ +2[ =
0 2 1

-7

4—-27+1-2474+6—-271—-2=7-37

+ t + t t t
4 3 o T 4 LT 0 2T 4 3T > 3 " ]

Slika 6.3: Prekrivanje signala fi(¢) v obmocju 1 < 7 < 2.

2 <1 <3 (Slika 6.4):

3—7
©11(7) :/ 1-1dt:t\g’T:3—r
0

7777777777777777777

Slika 6.4: Prekrivanje signala f1(¢) v obmocju 2 < 7 < 3.
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7 > 3 (Slika 6.5):

Slika 6.5: Prekrivanje signala fi(t) za 7 > 3.

Avtokorelacija 11 (7) signala fi(¢) (Slika 6.6) je torej
6 — 2T, O0<7<1
7 — 3T, 1l<r7<2
33—, 2<17<3
e11=0, 7>3

pu(r) =

Avtokorelacija je soda funkcija (¢11(—7) = »11(7)) in zato z dolocitvijo poteka avtoko-
relacije za pozitivne vrednosti 7 posredno dolo¢imo tudi potek za negativne vrednosti

7 (Slika 6.6):

6 + 271, 0<r<1
7+ 3T, 1l<7<2
3+, 2<717<3
pv11=0, 7>3

p11(—7) =

4P11("')6

Slika 6.6: Potek avtokorelacije ¢11(7) signala fi(t).

Moc signala fi(t) je enaka vrednosti avtokorelacije tega signala v tocki 7 = 0:
P, = ¢11(0) =6
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2. Dolocite krizni korelaciji ¢12(7) in ¢21(7) podanih dveh neperiodi¢nih signalov

£ 0<t<l
1, 1<t<?2 2, 0<t<3
t — - t =
filt) 31, a<t<3 20 {0, drugje
0, drugje

ki sta prikazana na Slikah 6.7 in 6.8.

Fu(t)

Slika 6.7: Grafi¢ni prikaz signala fi(t).

Fa(t)

Slika 6.8: Grafi¢ni prikaz signala fa(t).

Najprej bomo doloéili potek krizne korelacije p12(7) za 7 > 0:

0 <7 <1 (Slika 6.9):

S 1 2 3—71
g012(7'):/ fz‘(t)fj(t—l-T)dt:/O t-th-l-/l 1'2dt+/2 (3—1t)-2dt=

1 2 3—7 3—7 t2 1 9 3_r t2 3
:%/tﬁ+2/‘ﬁ+6/‘ ﬁ—Q/) tdt =2 |+ 2t +6t, T -2, =
0 1 2 2
=14+4-2+18-67—12—-9+67—712+4=—712+4

1 <7 <2 (Slika 6.10):
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VTR

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1
o !

1 1

1

1 1

1 1
T | | 1370

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Slika 6.9: Prekrivanje signalov fi(t) in fao(t+7) za 0 <7 < 1.

1 3—7 1 3—71 t2 1 -
@12(7):/ t-2dt+/ 1-2dt:2/ tdt+2/ dt:2§’0+2t}1 =
0 1 0 1

=14+6-21—-2=5-27

Slika 6.10: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(t+7)zal <7 < 2.

2 <1 <3 (Slika 6.11):

3—71 3—7 t2 37
9012(7'):/ t-2dt:2/ tdt:2§\0 =9—67+71°
0 0

S 0

Slika 6.11: Prekrivanje signalov fi(¢) in fa(t +7) za 2 <7 < 3.
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7 > 3 (Slika 6.12):

p12(7) =0

O
|

-4 -3 2 -1

Slika 6.12: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(t 4+ 7) za 7 > 3.

Dolo¢imo se potek krizne korelacije ¢12(7) za 7 < 0:

—1 <7 <0 (Slika 6.13):

1 2 3
@12(7)2/ t-2dt+/ 1-2dt+/ (3—1) 2dt =
1 2

-7

1 2 3 3 t21 9 3 t23
:2/ tdt+2/1 dt+6/2 dt—2/2 tdt =2 [ 42t +6t), -2 5[, =

-7

=1-7244-2+18-12-9+4=—-72+4+4

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Slika 6.13: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t+7) za —1 <7 <0.

—2 <7 < —1 (Slika 6.14):

2 3 2 3 3 9 3 t2
@12(7):/ 1-2dt+/ (3—t)-2dt:2/ dt+6/ dt—2/ tdt:2t\_T+6t|2—2§\
2 —T 2 2

-7

=44+274+18-12-94+4-2=5427
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Slika 6.14: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t +7) za —2 <7 < —1.

—3 < 71 < —2 (Slika 6.15):

3 3 3 2
t
P12(T) = / (3—t)-2dt = 6/ dt—2/ tdt =6t|> 2 5 } = 18+67-9—72 = 9467 +77
T —T

—T —

Slika 6.15: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(t +7) za =3 <7 < —2.

T < —3 (Slika 6.16):

p12(1) =0

Slika 6.16: Prekrivanje signalov fi(t) in fa(t 4+ 7) za 7 < —3.
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Krizna korelacija @19 je torej:

p12(7) =

—712 4 4, 0<7<1

5 — 2T, l<7<2
9—67+72, 2<7<3

0, T>3

—72 4+ 4, -1<7<0
5+ 2T, —2<717<-1
9—|—67’+7‘2, —3<7T< -2
\0,7‘<*3

Grafi¢ni prikaz krizne korelacije 12 je podan na Sliki 6.17.

p12(T)

Slika 6.17: Graficni prikaz krizne korelacije ¢12 signalov fi(t) in fo(t + 7).

Krizno korelacijo @91 bomo doloéili s pomodcjo lastnosti kriznih korelacij. Za krizne
korelacije vemo, da so antisimetri¢ne (¢;;(7) = ¢;i(—7)). Posledi¢no:

©21(7T) = p12(—T) =

\

—(-7)% +4, 0<(-7)<1
5—2(—71), 1< (-7)<2
9—6(—7)+ (—7)%, 2<(-7)<3

0, (—7) >3
—(—7)? + 4, -1<(-7)<0
5+2(—71), -2<(-1)< -1
94 6(—7)+ (-7)%, —-3<(-7)< -2
0, (—7) < -3
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—72 4+ 4,
5+ 2T,

9+ 67 + 72,
0,

—72 4+ 4,

5 — 2T,

9 — 67 + 72,
0,

—-1<7<0
—2<7r< -1
—3<7r< -2
T< -3
0<7<1
1l<r7<2
2<71<3
T>3



3. Dolocite krizni korelaciji ¢12(7) in @91 (7) podanih dveh neperiodiénih signalov

1, 0<t<1
% O=t<l 2, 1<t<?2
t)=q9 —2t+4, 1<t<?2 fot)=<" ~~
fi(t) + <t fa(t) I 2<t<3
0, drugje .
0, drugje
ki sta prikazana na Slikah 6.18 in 6.19.
fi(t)
T2
T
I ! ‘ | |
-1 0 1 2 3 4 t
Slika 6.18: Graficni prikaz signala fi(t).
Fa(t)
T2
‘ 1
I ! | |
-1 0 1 2 3 4 t

Slika 6.19: Grafi¢ni prikaz signala fo(t).

Najprej bomo doloé¢ili potek krizne korelacije p12(7) za 7 > 0:

0 <7 <1 (Slika 6.20):

1-7 1 2—1 2
m(r):/ 2t-1dt+/ 2t.2dt+/ (—2t+4)-2dt+/ (=2t +4) 1dt =
0 1 1 2

—T —T

1-7 1 2—T1 2—1 2 2
:2/ tdt+4/ tdt+—4/ tdt—|—8/ dt—2/ tdt—|—4/ dt =
0 1—-7 1 1 2—1 2—1

t2 —r t2

=2 4-

glo 145

= 1-274+7242- 2447272 —8+87 272424+ 16—87—8—4+4— A7+ 7>+ 8—8+41 = 3+27—272

2 2
b —agl T sl 2 v ail =
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Slika 6.20: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t +7) za 0 <7 < 1.

1 < 7 <2 (Slika 6.21):

27 1 3—7
p12(7) = 2t-2dt+/ 2t'1dt—|—/ (=2t +4)-1dt =
0 2—7 1

2—T1 1 3—1 3—1
=4 tdt—|—2/ tdt—2/ tdt+4/ dt =
0 2—1 1 1

- t2 1 t2 3—r 3—7
:45 0 +2§’277*2§ +atf " =

=887 +272 41 —4+47— 7> -9+ 67 —7T2+1+12—47—4=5—21

Slika 6.21: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(t+7)zal <71 < 2.

2 < 1 < 3 (Slika 6.22):

T T £2 5
@12(T)=/ 2t-1dt:2/ tdt:2§0729—67+72
0 0
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Slika 6.22: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(t+7) za 2 <7 < 3.

7 > 3 (Slika 6.23):

p12(7) =0

Slika 6.23: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t + 7) za 7 > 3.

Dolo¢imo se potek krizne korelacije ¢12(7) za 7 < 0:

—1 < 7 <0 (Slika 6.24):

1 1-71 2
mm:/ 2t-1dt+/ (—2t—|—4)-1dt—|—/ (26 +4)-2d1
1 1

—T —T

1 1—71 1—7 2 2
:2/ tdt—2/ tdt+4/ dt—4/ tdt+8/ dt =
—T 1 1 1—7 1—7

2 2 g2
5\1_7—251 + 4t —45}34

=1-72—142r =724+ 14447 -4 —-842—-474+2r° 4+ 16— 8+ 8 =3+ 27

=2 8t =
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Slika 6.24: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t +7) za =1 < 7 <0.

—2 <7 < —1 (Slika 6.25):

2 2 2 2
t |2 2
@12(7):/ (—2t+4)-1dt:—2/ tdt+4/ dt=—2§\77+4ﬂ4:

—T —T —

=4+ +8+4r=4+4r+7°

Slika 6.25: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t +7) za —2 <7 < —1.

T < —2 (Slika 6.26):

p12(1) =0

Slika 6.26: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(t +7) za 7 < —2.
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Krizna korelacija @19 je torej:

0,7 < -2

4447 +712, —2<71<-1

3+ 2T, -1<7<0
p12(T) =¢3+2r—272, 0<7<1

5 — 2T, l<7<2

9—67’+7’2, 2<1<3

0, T>3

Grafi¢ni prikaz krizne korelacije 12 je podan na Sliki 6.27.

Slika 6.27: Graficni prikaz krizne korelacije ¢12 signalov fi(t) in fo(t + 7).

Krizna korelacija 21 (Slika 6.28) je:

0,7>2

4—4r+712, 1<7<2

3 — 2T, 0<r<1
@21(7'):g012(—7): 3—27’—2T2, -1<7<0

5+ 2T, —2<7< -1

9+6T+72, 3<r<=-2

L0, T< -3
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Slika 6.28: Grafi¢ni prikaz krizne korelacije @91 signalov fo(t) in fi(t + 7).

4. Dolocite konvolucijo p12(7) podanih neperiodi¢nih signalov

-1, 0<t<1
2, 1<t<?2 1, 0<t<3
2(t) =
-1, 2<t<3
0, drugje

t) =
Hi®) 0, drugje
ki sta prikazana na Slikah 6.29 in 6.30.

fi(t)

2

Slika 6.29: Grafi¢ni prikaz signala fi(t).

70



fa(t)

| | | 1
-1 0 1 2 3 4

Slika 6.30: Grafi¢ni prikaz signala fa(t).

V skladu z enacbo (6.3) konvolucijo pi2 izracumo tako, da najprej obrnemo signal
f2(t) (ga prezrcalimo glede na y os), nato pa ga premikamo v levo za 7 < 0 in v desno,
za T > 0O

7 < 0 (Slika 6.31):

oo
p12(T) = fi(t) fi(r —t)dt =0
—00
f@)
2
L
:—3+'r I'T N I I
4 3 2 1 0 1 o 5 4 5 6 7 i

Slika 6.31: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(—t + 7) za 7 < 0.

0 <7 <1 (Slika 6.32):

p12(7) = /OT(—l) Adt = —t|) = -1
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Slika 6.32: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(—t+7)za 0 <7 < 1.

1 <71 <2 (Slika 6.33):

1 T
,012(7'):/ (—1)-1dt—|—/ 2-1dt:—t\é+2t|§:—1+27—2:2r—3
0 1

Slika 6.33: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(—t+7)zal <7 <2.

2 < 7 <3 (Slika 6.34):

1 2 T
plg(T):/ (—1)-1dt+/ 2-1dt+/ (—1)-1dt:—t\é+2t\f—t\;:
0 1 2

=—14+4-2—-74+2=3—-71
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:—3+T T

Slika 6.34: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(—t+7)za 2 <7 < 3.
3 < 1 <4 (Slika 6.35):

1 2 3
1 2 3
plz(T):/_3+T(_1)'1dt+/l 2-1dt+/2 (=1)-Tdt=—t|_,,  +2t), —tf, =

=—-1-3+7+4-2-3+2=7-3

Slika 6.35: Prekrivanje signalov f1(t) in fo(—t+7) za 3 <7 < 4.

4 < 7 <5 (Slika 6.36):

2 3
2 3
p12(7)2/3+T2-1dt+/2 (=1)-1dt=2t|", —t[,=44+6-271-3+2=9-27
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'
3+T T

L
L P

Slika 6.36: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(—t+7)zad <7 <5.

5 <1 <6 (Slika 6.37):

3
,012(7):/ (—1).1dt:_t‘33+72_3_3+7_:7_6
—3+T7

Slika 6.37: Prekrivanje signalov fi(¢) in fo(—t+7) za b <7 <6.

7> 6 (Slika 6.38):

p12(7) =0
f(t)

2

h oot TTTT T T |
' 1
' 1
I i

e |-3+T \T

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

Slika 6.38: Prekrivanje signalov fi(t) in fo(—t + 7) za 7 > 6.
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Konvolucija pi1s je torej

0, T<0

—T, 0<r<1
2r—-3, 1<7<2
3—7, 2<71<3
T—3, 3<71t<4
9—-21, 4<7<5
T — 6, 5<17<6
0, T>6

P12 =

Grafi¢ni prikaz konvolucije p12 je podan na Sliki 6.39.

Slika 6.39: Graficni prikaz konvolucije p12 signalov fi(t) in fa(t).

Konvolucija je simetri¢na operacija in zato zanjo velja p;;(7) = pji(7). Konvolucija
p21 je torej enaka konvoluciji pio.
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Poglavje 7

Prevajanje signalov skozi linearne
stacilonarne sisteme

7.1 Uvod

Sistemi so linearni, kadar za njih veljata lastnosti aditivnosti in proporcionalnosti. Ko
linearni sistem vzbujamo z vsoto dveh signalov, je njegov odziv enak vsoti odzivov sistema
na vsakega od teh dveh signalov posebej. Lastnost proporcionalnosti pa nam pove, da je
odziv sistema na vhodni signal pomnozen z neko konstanto sorazmerno veéji od odziva na
nepomnozen vhodni signal. Poleg teh dveh lastnosti linearni stacionarni sistemi izpolnjujejo
Se lastnost stacionarnosti, ki pravi, da je odziv sistema na ¢asovno premaknjeno vbujanje
signal, ki je ¢casovno premaknjen za enako ¢asovno konstanto.

Odziv linearnega stacionarnega sistema na enotin impulz h(t) je zelo pomemben signal,
saj se z njegovo pomocjo lahko dolo¢i odziv sistema na katerikoli drug vhodni signal wu(t).
Izhodni signal y(t) v linearnem stacionarnem sistemu je namre¢ enak konvoluciji vhodnega
signala u(t) in odziva sistema na enotin impulz A(t) (Slika 7.1):

y(t) = u(r) * h(T) = /00 u(r) - h(t —7)dr (7.1)
Konvolucija je simetri¢na in zato lahko zapisemo:
y(t) = u(r) * h(1) = h(1) *xu(r) = /00 h(t)-u(t —7)dr (7.2)

—00

Z uporabo Fourierjeve transformacije lahko ena¢bo (7.1) pretvorimo v (Slika 7.1):

Fourierjev transform H(w) imenujemo prevajalna funkcija linearnega stacionarnega sis-
tema.
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u(t) h(t) y(t) U(w) H(w) Y (w)

Slika 7.1: Ponazoritev prevajanja signalov v ¢asovnem (levo) in frekvenénem prostoru (de-
sno).

7.2 Naloge

1. Podan je linearni stacionarni sistem z odzivom na enotin impulz

h(t) =

1—¢, 0<t<1
0, drugje

ki je prikazan na Sliki 7.2. Predpostavimo, da je na vhodu sistema vhodni signal

1, 0<t<3
u(t) = :
0, drugje

prikazan na sliki 7.3. Dolocite izhodni signal tega sistema.

h(t)
=

|
I

- 0 1

Slika 7.2: Grafiéni prikaz odziva linearnega stacionarnega sistema na enotin impulz h(t).

u(t)

Slika 7.3: Grafiéni prikaz vhodnega signala wu(t).
Izhodni signal linearnega stacionarnega sistema izrac¢unamo s pomocjo konvolucije

vhodnega signala u(7) in njegovega odziva na enotin impulz h(7). Skladno z enacbo
(7.1) to pomeni, da se signal h(7) najprej prezrcali preko y-osi, nato pa se premika v
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desno za pozitivne vrednosti ¢t > 0 in v levo za negativne vrednosti ¢ < 0. Konvolucija
je komutativna operacija in zato velja u(7)xh(7) = h(7)*u(7). Posledi¢no do enakega
rezultata pridemo tudi, ¢e se odlo¢imo, da bomo z namenom izracuna konvolucije
premikali signal u(7). Slednje bomo pokazali z izrac¢unom iskanega odziva danega
linearnega stacionarnega sistema na oba nacina.

L
y(t) = ulr)  h(r) = / u(r) - h(t — ) dr
t <0 (Slika 7.4):
y(t) =0
;
---------------------------- ;-- e e e e
4 3 2 4t 0 1 2 3 4 5 r

Slika 7.4: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za t < 0.

0 <t <1 (Slika 7.5):

t t t . 2 2
y(t) = / 1-(1=t+71)dr = (1—t)/ dT+/ Tdr = (1—75)7’0—#?’0 =(1-t)t+— =
0 0 0

2
5 12 t2
=t—t'+ - =t——
2 2
.
””” a3 2 a4 T T e e s,

Slika 7.5: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 0 < ¢t < 1.

1 <t <3 (Slika 7.6):

¢ t t 2
¢ Tt
y(t) = / 1-(1—=t47)dr = (1—t)/ d7'+/ Tdr = (1—t)7"_1+t+? e =
—1+t —1+t —1+t
2 (=1+1)? 5 , 21 2 1
= (1—t)t—(1—t)(—1+)F— — L 2 12 P — — — it —— = =
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Slika 7.6: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 1 <t < 3.

3 <t <4 (Slika 7.7):

3 3 3 2
T
y(t):/ 1-(1—t+7)d7':(1—t)/ d¢+/ rdr = (-t 4T, =
—1+t —1+t —14t 2
9 (—1+1t)? 5, 9 1 2 12
=(1-1)3-(1-t)(-1+)+z——F7—— = 3-3t+1-2t+t"+ - — - +t—— = ——4t+8
(1-1)-3=(1-t)(=1+t)+3 5 H1=24 7o ot = At
1
e e i R R ;””F”””fﬂ'””
-4 -3 -2 -1 0 1 2 I+t 3t 4 5  r
Slika 7.7: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za 3 <t < 4.
t > 4 (Slika 7.8):
y(t) =0
;
e e e B e L R e :r 77777777
4 3 2 1 0 1 2 3 Lt 4 t 5 r

Slika 7.8: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za 4 > t.
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II.

t < 0 (Slika 7.9):

...........................

[ ——— Y L A D ——

Slika 7.9: Prekrivanje signalov h(7) in u(t — 7) za ¢t < 0.

0 <t <1 (Slika 7.10):

t t t - 2
y(t)—/o(l—T)-ldT—/O dT—/O TdT:TIO+?|0:t—§

Slika 7.10: Prekrivanje signalov h(7) in u(t —7) za 0 < ¢t < 1.

1 <t <3 (Slika 7.11):

| L ' |
7777777777777777777777777777777777777

ffffffffffffffffffffffffffff

t
2 ¢ 3 4 5  r

Slika 7.11: Prekrivanje signalov h(7) in u(t —7) za 1 <t < 3.
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3 <t <4 (Slika 7.12):

1 1 1 . 72
y(t):/ (1—7')-1d7':/ dT—/ TdT:T73+t—?73+t:

—3+t —3+t —3+t
1 (=3+1)? 1 9 6t t*2
—143—t— -4 =143 —t— -+ ——F —=— —4t+8
3 2 T T * 2T 2t T +
L .
T a 5 2 a4 o W P Y s

Slika 7.12: Prekrivanje signalov h(7) in u(t —7) za 3 < t < 4.

t > 4 (Slika 7.13):

N e s D ——"

Slika 7.13: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za 4 > t.
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V obeh primerih je odziv y(t) (Slika 7.14) danega linearnega stacionarnega sistema
na vhodni signal u(t):

0, t<0

t—t, 0<t<1
y(t) =1 3 1<t<3
L _4t48, 3<t<4
0, t>4
y(t)
1
} | | | } }
-1 0 1 2 3 4 5 t

Slika 7.14: Odziv y(t) linearnega stacionarnega sistema na vhodni signal u(t).

2. Linearni stacionarni sistem ima odziv na enotin impulz enak signalu h(t), podan na
Sliki 7.15. Dolo¢i odziv tega sistema na vhodni signal u(t), podan na Sliki 7.16.

1, 0<t<3 L Ost<2

MOZ{’ T T T u(t)=q—t+3, 2<t<3
0, drugje _

0, drugje
h(t)
;
1 | | ;
-1 (o] 1 2 3 4 t

Slika 7.15: Grafi¢éni prikaz odziva linearnega stacionarnega sistema na enotin impulz h(t).

u(t)

f | | f f
-1 0 1 2 3 4 t

Slika 7.16: Grafiéni prikaz vhodnega signala wu(t).
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Odziv y(t) bomo izrac¢unali po enacbi (7.1):

t < 0 (Slika 7.17):

|

‘_4 3‘+t ‘_3 ‘_2 ‘-1 t 0 1 2 3 l4 ‘5 l6 I7 T
Slika 7.17: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za t < 0.

0 <t <2 (Slika 7.18):

” 3 2 3t 4 0 1 i:::#2:: s P s s 7 T
Slika 7.18: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za 0 < ¢ < 2.

2 < t <3 (Slika 7.19):

2 t 2 t t s 72, .
y(t) :/ 1-1d7'+/ (—T+3)-1d7':/ dT—/ TdT+3/ dT:T|O——‘2+37‘2 =
0 2 0 2 2 2

=2 t2+4+3t 6 = t2+3t 2
B 2 2 2
--- 1 - -
‘_4 ‘_3 ‘_2 ‘_1 3l+t 0 {1 )2 %E_ 3 4 5 6 7 T

Slika 7.19: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 2 < t < 3.
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3 <t <5 (Slika 7.20):

2 3 2 3 3 ) 2 3 5
y(t) :/ 1-1d7'—|—/2 (—T+3)-1d7-:/ dT—/2 TdT+3/2 dT:TLgH—?‘Q—FST‘Q:

—3+t —3+t
9 4 11
=243 —-1t—-—=-4+-4+9-6=—-1t+ —
+ 2+2+ + 5
1—_\ ...........
” " 2 q o 1 d 3 VI T ) Ca—

Slika 7.20: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 3 < t < 5.

5 <t <6 (Slika 7.21):

3 3 3 7_23 3
y(t):/ (—T—|—3)-1d7':—/ Td7'+3/ dT:—?73+t+3’7’73+t:

—3+t —3+t —3+t
9 (=3+1)? 9 9 6t 2 t2
2+ 5 +9+9-3 2—|—2 2+2+8 3t 5 6t + 18
j‘u_""""""_""”
‘_4 ‘_3 ‘_2 l.1 ():::::::{1:::::::):2::3{% 3 I4 ‘5 :1' 6 I7 T
Slika 7.21: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 5 < t < 6.
t > 6 (Slika 7.22):
y(t) =0
j CoTTTTTTTTTET TN
” 3 % 5 o iR, B P s s i 7 T

Slika 7.22: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za 6 > t.
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Odziv y(t) (Slika 7.23) danega linearnega stacionarnega sistema na vhodni signal u(t)
je torej:

0, t<0
t, 0<t<?2
2 43t-2, 2<t<3
y(t) = 1
—t+ 1, 3<t<5
L _6t4+18, 5<t<6
0, t>6

y(t)

(SIC

Slika 7.23: Odziv y(t) linearnega stacionarnega sistema na vhodni signal u(t).
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3. Linearni stacionarni sistem ima odziv na enotin impulz enak signalu h(t), ki je podan
na Sliki 7.24. Dolo¢i odziv tega sistema na vhodni signal u(t), podan na Sliki 7.25.

2, 0<t<3 b O=ts<l
Rt)y=<" = T ut)=<¢1, 1<t<2
0, drugje .
0, drugje
h(t)
2
T
_1} 0 1‘ ‘2 3 }4 t

Slika 7.24: Grafi¢ni prikaz odziva linearnega stacionarnega sistema na enotin impulz h(t).

Slika 7.25: Grafiéni prikaz vhodnega signala wu(t).

Odziv y(t) izra¢unamo za vse t € (—00, 00):

t < 0 (Slika 7.26):
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-4 3+t .3 2 -1 0 1 2 3 P 5 6 7 r

Slika 7.26: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za t < 0.

0 <t <1 (Slika 7.27):

e f 2 _.

1 1

! 1

1 1

1 L}

! 1

1 1

1 v1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

1 1
+ 0 t # + ot + + + + +
-4 3 3+t 2 1 0o t 1 2 3 4 5 6 7 T

Slika 7.27: Prekrivanje signalov w(7) in h(t —7) za 0 < ¢t < 1.

1 <t <2 (Slika 7.28):

1 t 1 t 2
y(t):/ 7.2d7+/ 1-2d7:2/ TdT+2/ d¢:2%|(1)+27\t1:1+2t—2:2t—1
0 1 0 1

i

2 3 4 5 6 7 r

Slika 7.28: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 1 <t < 2.
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2 < t <3 (Slika 7.29):

1 2 2
y(t):/T-ZdT—i-/ 1-2d7=2%‘é—|—27’ﬁ:1+4_ -3
0 1

P

[
1
1
1
1
1
1
1
t

' 4
+ -+

-4 3 2 1 3+t o 1 2 3 4 5 6

Slika 7.29: Prekrivanje signalov w(7) in h(t —7) za 2 < t < 3.

3 <t <4 (Slika 7.30):

1 2 2 )
y(t):/SHT'QdT—I—/l 1~2d7':2? —3+t+27—‘1:

=1—(-34+1)*+4-2=1-9+6t—t*+4—-2=—1>+6t—6

-4 3 2 4 0 tt 2 3

Slika 7.30: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 3 < t < 4.

4 <t <5 (Slika 7.31):

2
2
y(t):/_3+t1'2d7':27' T =4+6-2t=10-2t
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-4 -3 -2 -1 0 T 3 4

Slika 7.31: Prekrivanje signalov w(7) in h(t —7) za 4 < t <5.

t > 5 (Slika 7.32):

” 3 5 - 0 1 > 31t 3 P 5 % s 7 -
Slika 7.32: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za 5 > t.

Odziv y(t) (Slika 7.33) danega linearnega stacionarnega sistema na vhodni signal u(t)
je torej:

0, t<0

2, 0<t<1

2t — 1, 1<t<?2
y(t) = < 3, 2<t<3

—t24+6t—-6, 3<t<4

10 — 2t, 4<t<h

0, t>5
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y(t)

- 0 1 2 3 4 5 6 7t

Slika 7.33: Odziv y(t) linearnega stacionarnega sistema na vhodni signal u().

4. Linearni stacionarni sistem ima odziv na enotin impulz enak signalu h(t), ki je podan
na Sliki 7.34. Dolo¢i odziv tega sistema na vhodni signal u(t), podan na Sliki 7.35.

1, 0<t<?2 b Ost<l

h(t)=<9 7 T T ut)=q-t+2, 1<t<?2
0, drugje )

0, drugje
h(t)
;
1 | 1
-1 0 1 2 3 t

Slika 7.34: Grafi¢ni prikaz odziva linearnega stacionarnega sistema na enotin impulz h(t).

u(t)

| | |
I I I
-1 0 1 2 3 t

Slika 7.35: Grafi¢ni prikaz vhodnega signala u(t).
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V skladu z ena¢bo (7.1):
t < 0 (Slika 7.36):

Slika 7.36: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za t < 0.

0 <t <1 (Slika 7.37):

.3 :4
Slika 7.37: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 0 < ¢t < 1.

1 <t <2 (Slika 7.38):

1 t 2 2 2
T T ¢t t 1 ¢ 1
I-S :-2 :-1 IS :4

Slika 7.38: Prekrivanje signalov w(7) in h(t —7) za 1 < t < 2.
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2 < t <3 (Slika 7.39):

1 2 2 2
T 1 T2 2
y(t) ——/_ T-ldT+/1 (-r+2)-ldr = — |y, — 5[ +27] =

24t
1 (—2+t)? 4 1 1 2 4 1 t2
= - 4 4-2= 24 2% —— ——+44-2=—_+2—1
2 2 SR 2 °" 2 273" 5 T

—d |

[P

-3 -2 -1 o 3t 1 2

I3 I4 I5 T
Slika 7.39: Prekrivanje signalov u(7) in h(t —7) za 2 < t < 3.

3 <t < 4 (Slika 7.40):

2 2 2
_ T2 2 4 (=241 _
y(t)—/;2+t(7_+2)'1d7'—22+t+27’ 2+t—*§+f+4+4f2t_
4 4 4 2 t2
= ool paa =" a4
5 +-2 5 + 5 + 4+ 5 +
:-3 :-2 :—1 :3 é I4 I5 P

Slika 7.40: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za 3 <t < 4.

t > 4 (Slika 7.41):

]
h
1
1
I I : I
-3 2 -1 0 1 2 34t 3 4 t 5

Slika 7.41: Prekrivanje signalov u(7) in h(t — 7) za t > 4.
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Odziv y(t) (Slika 7.42) danega linearnega stacionarnega sistema na vhodni signal u(t)
je torej:

0, t<0
e 0<t<l1
t2
2o 1, 1<t<2
y(t) =9 5

Lot —1, 2<t<3
Y _4t48, 3<t<4
0, t> 4

y(t)

Slika 7.42: Odziv y(t) linearnega stacionarnega sistema na vhodni signal u().
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Poglavje 8

Diskretni signali

8.1 Uvod

Pri racunalniski obdelavi smo fizi¢no omejeni z maksimalno koli¢ino podatkov, ki jo lahko
procesiramo ali shranimo, zato moramo ob zajemu signalov te ustrezno vzorc¢iti in kvanti-
zirati. Postopek kvantizacije predstavlja diskretizacijo signalov po amplitudi, pri ¢emer je
zapis amplitud digitalnih signalov mozen le z omejeno natanénostjo. Vzorcenje prestavlja
postopek diskretizacije po ¢asu, pri ¢emer se obicajno izbere nek ustrezen in konstanten
korak vzoréenja ty. Digitalne signale zapiSemo v obliki:

f(nt()) = {a f(*2t0)7 f(*tO)a f(O), f(t0)7 f(2t0)"'}’ nez

Digitalnemu signalu ne moremo dolo¢iti zvezne Fourierjeve transformacije, zato se pri
frekvencni analizi digitalnih signalov posluzimo diskretne Fourierjeve transformacije. Pri
njenem izra¢unu obravnavamo le ¢asovno omejene signale f(t). Spekter diskretnega signala
numeri¢no ocenimo za konéno Stevilo razliénih frekvenc, zato je smiselno na frekvenéni osi
w izbrati frekvenéni razmak wy in za konc¢no Stevilo mnogokratnikov kwg dolociti diskretno
Fourierjevo transformacijo s pomocje naslednje vsote:

N-1
Fp(kwo) = > f(ntg) e FFwoton (8.1)
n=0

kjer je to interval vzorcenja signala f(t), N pa Stevilo vzorcev. Ozji interval ¢y vzorcenja
signala nam omogoca bolj natacno oceno njegovega spektra F'(w):

F(w)|w=tw, = to - Fp(kwo) (8.2)

Inverzno diskretno Fourierjevo transformacijo dolo¢imo z naslednjo enacbo:

N-1

1 ,
S Fp (k) - ekt (8.3)
k=0

f(nto) = Fp = {Fp(kwo)} = N
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Konvolucijo dveh periodiénih signalov fi(ntg) in fa(ntg) s periodo Nty definiramo z

vsoto:
N-1 N-1

flnto) = Y filito) fo([n — dlto) = Y fi([n — ilto) falito) =

=0 P

LN (8.4)
- N Z Fp1 (kwo)Fpg(kwg) elmwotok
k=0

Konvolucijo dveh neperiodiénih signalov fi(ntp) in fo(nty) izra¢unamo z vsoto:

fnto) = to -y filito) fa([n — i]to) (8.5)

1=0

8.2 Naloge

1. Podana sta odziv na enotin impulz h(¢) in vhodni signal u(t). Vzorcena sta s ¢asovnim
razmakom 7" = 0.5.

1, n=>0 2, n=20
0.5, n=1 -1, n=1
h(nT) = < 0, n=2unT)=¢0, n=2
—0.5, n=3 1, n=3
-1, n=4 -2, n=4

Doloéite priblizno vrednost amplitudnega spektra Y (w) odziva tega sistema pri fre-

kvenci w = 37

Najprej s pomocjo aperiodi¢ne konvolucije diskretnih signalov (enacba (8.5)) dolo¢imo
odziv sistema y(n7T') na vhodni signal u(nT):

n < 0:

y(nT) =0
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y(2T) = 0.5+ (u(0)-h(2T)+u(T)-h(T)+u(2T)-h(0)+u(3T)-h(—T) +u(4T)-h(—2T) ) =
=0 =0

=05-(2-0+(=1)-05+0-1) = —0.25

y(3T) = 0.5- (u(0)-h(3T) +u(T)-h(2T) +u(2T) - h(T) +u(3T)-h(0) +u(4T)-h(~T) ) =
=0

=05-(2-(—05)+(~=1)-0+0-05+1-1)=0

y(4T) = 0.5- (u(0)-h(4T) +u(T) - h(3T) +u(2T) - h(2T) +u(3T) - h(T) +u(4T)-h(0)) =
=05-(2-(-1)+(=1)-(=05)+0-0+1-05+(-2)-1)=—-1.5

y(5T) = 0.5 (u(0)-h(5T) +u(T)-h(AT)+u(2T)-h(3T) +u(3T)-h(2T) +u(4T)-h(T)) =
=0
=0.5-((=1)-(=1)4+0-(=0.5) +1-0+(=2)-0.5) =0

n =6:

y(6T) = 0.5-(u(0)-h(6T) +u(T)-h(5T) +u(2T)-h(4T)+u(3T)-h(3T)+u(4T)-h(2T)) =
=0 =0
=05-(0-(=1)+1-(=0.5) + (—=2) - 0) = —0.25

n==1:

y(7T) = 0.5-(w(0)-h(7T) +u(T)-h(6T) +u(2T)-h(5T) +u(3T)-h(4T)+u(4T)-h(3T)) =

n=28:

y(8T) = 0.5-(u(0)-h(8T) +u(T)-h(7T) +u(2T)-h(6T) +u(3T)-h(5T) +u(4T)-h(4T)) =
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Odziv na vhodni signal u(nT’) je torej:

0, n <0
1, n=>0
0, n=1
—0.25, n=2
0, n=3
y(nT) =< —-15, n=4
0, n=>=5
—0.25, n==6
0, n="7T
1, n =23y
0, n>8

\

Zanima nas priblizna vrednost amplitudnega spektra Y (w). V ta namen bomo najprej
dolocili vrednost dikretnega spektra Fp(kwg), nato pa po enacbi (8.2) izracunali Se
iskan priblizek.

N=38 = = = =~ w="—=k-w, =
WOE N T VT s T 20 YT Wo
T 1 37
> o 22 1
Y(w)|ye3x =T - Yp(kwo)|j_s
7 j i3 -3 .9
Yp(3uwo) = Y y(nT)-e 70 TF = y(0)-eO4y(T) e 1% +y(2T) 75 +y(37) e 7T +

Fy(AT) - 7937 1 y(5T) e~ F 4 y(6T) - e % + y(7T) e 35 + y(8T) - e 967 =
—
=0 =0

=1-0.25-(cos 3% —jsin 3%) — 1.5 (cos 3w — j sin 3m)—

9 9
70.25-(00.9%fjsin?ﬂ)qu-(coswajsmﬁw) =
=1-025-(0—j (—1)) =1.5-((=1) —5-0) = 0.25-(0—j-1)+1-(1—j-0) =
=1-025+15+025+1=35

3
Y(g) =T Yp(3wp) = 0.5-3.5 = 1.75
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Slika 8.1: Casovni potek signala z(t) vzoréen s ¢asovnim razmakom to = 0.25.

2. Zaspodaj podani energijski signal z(¢) ocenite spekter amplitudne gostote in vrednost
faznega spektra z diskretno Fourierjevo transformacijo pri krozni frekvenci w = w |
pri ¢emer predpostavite, da je signal vzorcen s ¢asovnim razmakom tg = 0.25.

Na osnovi Slike 8.1 zapiSemo vrednosti sgnala z(t), kjer je ta razlicen od 0:

1, n=>0
1, n=1
1, n=2
1, n=3
z(nty) = a4
-1, n=5
-1, n=6
-1, n=7

\

Ker je signal diskreten, bomo za oceno njegovega sprektra uporabili diskretno Fouri-
erjevo transformacijo (enacba (8.1)):

2 2

T
N=8 = = = =r=k- = k=1 tok = —
" WOE N T, T 8025 T o > Wotok =7
N-1 )
Xp(kwy) = Z x(ntg) - e~ Imwotok
n=0

N—-1
XD(?T) = XD(l . wo) = Z $(nt0) . e—Jnwotok
n=0

_jz _jz _j3r _j _jbm _j3r _jIm
=1-+1-edi4l-edo41-e7% —1-e™—1-e7% —1-e72 —1-e77 =

_1+7r..7r+7r..7r+ 3@ . . 37 i
= COS J] st COS ] stn COS J] st 4 COST 7] SINT

4 4 2 2 4
=0 =1
5T 4 i sin 2T — cos SX 44 sin oF —cos <& + j sin - =
Ccos 1 Jswn 4 Ccos B ] stn 9 CoS 1 Jswn 4 =
N—— N——
=0 =—1
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VIVE VB VI VB VB Vi B
o Ty Ty T

SR R S S P S A S R
L I R R A R
=2—j-(2+2V2)
V skladu z ena¢bo (8.2):
X(m) =ty Xp(r) =

X(m)=025-(2—j-(2+2V2)=05—j-(05+0.5v?2)

X ()| = \/0.52 + (0.5 4 0.5 - v2)2 ~ 1.307

—0.5-0.25-v2
Op(m) = arctg 05 V2 ~ —1.041 rad

3. Podani sta diskretni Fourierjevi transformaciji vhodnega in izhodnega signala danega
linearnega stacionarnega sistema

{Vb(kwo)} = {2, 144, 1, 1 - j}
{Yp(kwo)} = {2, 2j, 1, =2j}

Pri pridobivanju obeh transformacij sta bila vhodni in izhodni signal vzorcena s
casovnim korakom ¢y = 0.25. Dolocite priblizne vrednosti diskretne Fourierjeve trans-
formacije odziva sistema na enotin impulz. Dolocite Se priblizno vrednost ¢asovnega
odziva tega sistema na enotin impulz v ¢asu ¢t = 1.
S pomocjo enacbe (8.2) bomo najprej dolocili oceno spektrov V(w) in Y (w) v fre-
kvenénem prostoru:
. 1 1+5 1 1—3
V(w)} = to - Vpk :{7,7,7,7}
V(w)t =to-Vplkwo) =15, — 1> —
1 51
Y (w)} = to - Yp(k :{7,7,7,—
{Y(w)} =to-Yp(hwo) = (5. 5 §

Za linearne stacionarne sisteme v frekvenénem prostoru velja zveza Y (w) = H(w) -
V(w). Posledi¢no

Y} _f3 3 1 -3 . .
)} = 50 ={§ % 1 342]} = {1 1+4.1,1-4}

Diskretni spekter odziva sistema na enotin impulz je:

H(w)
to

(Hp(kwo)} = — 4. H(w) = {4, 4+ 4j, 4, 4-4;'}
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S pomogjo inverzne diskretne Fourierjeve transformacije (enacba (8.3)) izra¢unamo
funkcijo h(ntp):

2 2

N =14, WOZN-tO :4‘0.25:277, t=n-t,=1 = n=4, nwgotg =27
N-1
1 inwokt
h(nto)zﬁ Hp(kwg) - el™orto
k=0

Dolo¢imo 8e priblizno vrednost funkcije h(ntp) v ¢asu t = 1:

1 . . .
h(1) = 7 (4-€"+ (44 45) - T 4417+ (4 45) - 7) =
=1 (4+(4+4j)-(0081271' +J 5m027r)—}-4'(cosl47r +j szn(jlw)—l—(4—4j)'(005167r +j sznfﬂ')) =

1 1
=W+ +a+d—4j)=2-16=4
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Dodatek A

A.1 Integriranje signalov

V teoriji o obdelavi signalov se velikokrat posluzimo integriranja, ki nam pomaga izpeljati
neko veli¢ino kot sta energija in mo¢ signala. Kadar je signal definiran s funkcijo f(¢),
ki podaja njegove vrednosti na celotnem ¢asovnem intervalu integriranja (¢1,t2), je njegov
doloceni integral:

" fe)de = g0)] = g(t2) — g(t) (A1)

t1

Primer:
Dan je signal f(t) = sin t (Slika A.1). Izracunajmo mo¢ danega signala po definiciji za

periodi¢ne signale
1 t1+T

2
Pr=g | lsoP
kjer je T perioda signala.

V skladu s formulo (A.1), signal f(¢) najprej kvadriramo (Slika A.2), nato pa izberemo
t1 = 0 in izracunamo periodo signala T' = 8. Tako definirani doloc¢eni integral fOS sin? Ttdt
rezultira v plos¢ino pod krivuljo na ¢asovnem intervalu (0, 8) (Slika A.3). Za dolocitev moci
signala plos¢ino delimo s periodo 7'

1 o l/tg 1 . 7.8\ 1 1
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f(t)

Slika A.1: Graficni prikaz signala f(t) = sin 7t na casovnem intervalu (0, 8). Perioda signala
jeT =8.

(1)

=y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 t

Slika A.2: Graficni prikaz kvadrata signala f(t) = sin 5t na casovnem intervalu (0,8).

(1)

Slika A.3: Doloceni integral fos sin? 7t dt rezultira v plos¢ino pod krivuljo funkcije sin? it

102



A.2 Numeric¢no integriranje signalov

Pri analizi signalov imamo veckrat opravke z signali, ki so bili digitalizirani - vzorceni
po Casu in kvantizirani po amplitudi. Primitivne funkcije signala v taksnih primerih ne
znamo dolo¢iti, lahko pa integrand f(t) zamenjamo s priblizkom h(t). Pri izra¢unu priblizka
uporabimo vrednosti integranda v izbranih delilnih tockah (v vzorénih tockah ntg, kjer je
to casovni korak vzorc¢enja). Pri nekaterih metodah se uporabljajo tudi vrednosti njihovih
odvodov. V nadaljevanju je nekaj metod za dolocitev priblizka:

e pravokotniska metoda (Slika A.4.a) - signal nadomestimo z aproksimacijo, katere vre-
dnosti med ¢asom ntp in (n+ 1)tp so konstantne (enake h(ntp)). Integral pod krivuljo
je vsota ploséin vseh pravokotnikov:

to N—-1
f(t)dt = Z h(nty) - to
t1 n=0

e metoda trapezov (Slika A.4.b) - signal aproksimiramo z odsekoma linearno funkcijo. V
ta namen uporabimo linearno interpolacijo skozi sosednji tocki h(ntg) = h((n+ 1)to).
Integral pod krivuljo je vsota ploscin vseh trapezov:

to N-1
F(t)dt ~ Z h(ntg) + h2((n + 1)tg)

“to

t1 n=0

e Simpsonova metoda (Slika A.4.c) - signal aproksimiramo s kvadratnimi funkcijami.
Vsaka kvadratna funkcija (parabola) gre skozi tri zaporedne tocke, pri ¢emer je Stevilo
tock N sodo. Integral je vsota % ploséin pod parabolami:

vl

/ ? feyde ~ ~ h(2nto) + 4h((2n + 1)to) + h(2n + 2to) t

3 2

1

A Db DA

a) b) ¢

S
I
o

Slika A.4: Prikaz razlicnih metod za aproksimacijo signalov: a) pravokotna metoda, b)
metoda trapezov, ¢) Simpsonova metoda.

103



Primer:

Izracunajmo moc signala h(t) = sin §nto (Slika A.5) z uporabo pravokotniske metode
numeri¢nega integriranja, po definiciji za periodi¢ne signale

1 t1+T

P =~ £ ()] dt ~ Zm nto)|? - to
T Ji,

kjer je T perioda signala, tg = 0.5 casovni korak vzorcenja, N = % + 1 = 17 pa stevilo
ekvidistan¢énih tock na ¢asovnem intervalu [t1,¢; + 7.

h(nt[))

Slika A.5: Graficni prikaz digitalnega signala h(t) = sin jnto na ¢asovnem intervalu (0, 8).
Casovni korak vzorcenja je tg = 0.5, perioda signala pa T' = 8.

Vzoréeni signal h(ntg) najprej kvadriramo (Slika A.6), nato pa za vsakn € [0, N—1],n €
Z dolo¢imo ploséino ustreznega pravokotnika (Slika A.7). Mo¢ signala bo vsota vseh ploséin
pravokotnikov, deljeno s periodo T"

8
1
Py = / sin? tdt E h(n-0. 5 g(O-O.5+O.15-0.5+0.5-0.5+...+0.15-0.5) = -
1

V nadaljevanju si poglejmo 8e resitev danega primera v programskem okolju MATLAB.
Za zacetek, bomo definirali ¢asovni vektor ¢, ki zajame Casovni interval (0,8), s korakom
povecevanja tg in funkcijo h(ntg). Nato zakodiramo Se formulo za izra¢un modci.

t0=0.5; % definicija casovnega koraka vzorcenija

T=8; % perioda signala

t=0:t0:T-t0; % casovni vektor

ht=sin(pi/4xt); % definicija signala

figure();

plot (t,ht) % izris graficnega prikaza digitalnega signala ht
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h2 (’n.t[))

—_

0 1 2 3 4 5 6 7 8 nt

Slika A.6: Grafi¢ni prikaz kvadrata vzorcenega signala h(nty) na ¢asovnem intervalu (0, 8).

h2 (’n.t[))

0 1 2 3 4 5 6 7 8 nt

Slika A.7: Numeri¢ni integral 25;01 |h(ntg)|? - to rezultira v sestevek ploséin vseh pravo-
kotnikov, ki jih dolo¢imo z vzor¢nimi tockami na ¢asovnem intervalu (0, Ntg), kjer je to
casovni korak vzorcenja.

xlabel ("nt_0') % oznaka x osi
ylabel ('h(nt_-0)') % oznaka y osi
% Izracun moci signala ht z uporabo operanda
% (.72 izracuna kvadrat vsakega elementa matrike ht, rezultat je matrika enake velikosti.)
=1/T*sum(ht." 2)*t0;
% Izracun moci signala ht s for zanko (z indeksiranjem elementov matrike ht):
P=0;
for t=0:t0:T-t0
P=P+1/T*sin(pi/4*t) "2%t0;
end

as}
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Dodatek B

B.1 Tabela Fourierjevih transformacij nekaterih funkcij

f(t) FIE(t)]
af(t) + bg(t) aF(w) + bG(w)
f@ F(-w)
f(at) wF (@)
f(t+to) F(w) e*7wto
f(t)elot F(w — wo)

A (Jw)" F(w)
(=" £ (2) T
J! oo flw) du 7 F(w)
fi(t) = f;(t) Fy(w) Fj(w)
fi(t) - f5(2) o (Fi(w) * Fj(w))
F(t) 2m - f(—w)
5(t) 1
ad(t) a
5(t £ to) eFIwto

1 2 - §(w)

a 2ma - §(w)
etiwot 27 - 6 (w F wo)
cos wot 7 (0(w + wo) + 6(w — wo))
sinwot g - (8(w +wo) — 6(w — w))

sgnt =
u(t) m6(w) + L

Jw
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